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ABSTRACT

In this study firstly, the definition and a short history of the zeta and L-functions are given. Then, the zeta and
L-functions of number fields are introduced. The L-functions of quadratic number fields are considered as a
special case. The Dirichlet characters of some quadratic numbers fields are computed and the corresponding
L(1, y) function values are obtained. The strong relationship between the values of L-functions and the class

number of the quadratic number fields is discussed, some results are obtained, and examples are given. The
PARI software is used in calculations and preparation of the tables.
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KUADRATIK SAYI CiSIMLERININ ZETA VE L-FONKSiYONLARI UZERINE
OZET

Bu ¢alismada oncelikle, zeta ve L-fonksiyonlarinin tanimi ve kisaca tarihsel gelisimi verildi. Daha sonra, say1
cisimlerinin zeta ve L-fonksiyonlari tanitildi. Ozel olarak, kuadratik say1 cisimlerinin L-fonksiyonlar1 ele
alindi. Bazi kuadratik sayr cisimlerinin Dirichlet karakterleri hesaplanip bunlara karsilik gelen
L(1, y) degerleri elde edildi. L-fonksiyonlarinin degerleri ile kuadratik sayi cisimlerinin simf sayilari
arasindaki baglanti1 iizerinde duruldu, bunlarla ilgili baz1 sonuglar elde edildi ve ornekler ¢oziildii. Caligmada
yapilan hesaplamalarda ve kullanilan tablolarin hazirlanmasinda cebirsel sayilar teorisi paketi igeren PARI-
yazilim kullanilmistir.

Anahtar Sozciikler: Zeta fonksiyonlari, Dirichlet karakterleri, L-fonksiyonlari, Kuadratik say1 cisimleri,
temel birim, sinif sayisi.

1. GIiRiS

Tamim 1.1. Riemann zeta fonksiyonu,

&1 1 1 1 1 1
s) = =l+—+—+—+—+—... 1.1
CW=2 r=lt ottt (D

bigiminde tanimlanmustir.
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Riemann’in 19. yiizyilda bu fonksiyon iizerinde dncii ¢caligmalarindan 6tiirii, fonksiyon
onun adiyla anilmaktadir. Aslinda fonksiyon {iizerinde ilk calismalarin tarihi daha da geriye
gitmektedir. 1650 yilinda Italyan matematikgi Pietro Mengoli serilerin toplami hakkinda bir kitap

. 1 . . . -

yaymlamistir. Bu kitabinda Z—z = ¢ (2) toplamina dikkat ¢cekmistir. Euler de, £'(2) ’in degerini
n=1

sayisal olarak elde edebilme ugraslart sonucunda Euler-Maclaurin toplam formiiliini elde

etmigtir. Onun bu c¢alismasi sayisal analizle sayilar teorisinin ilk baglantilarini ortaya ¢ikarmustir.

0 2
Euler 1735 yilinda £'(2) = ZLY =1+ 2—12 + 3% + 4% +..= %, formiiliinii elde etmisir. Yillarca
i

lizerinde ugrastigi bu sonlu toplamim 7 ile baglantili ¢ikmasi onu oldukg¢a sasirtmistir. Yine

n=1

4 6

T
Euler, £(4) ve £(6) 'nin degerlerinin sirasiyla —,
¢4 ve £(6) g yla 0" 945

oldugunu gostermistir.

x(

:1) fonksiyonu ( y ’ye gore)

Tanmm 1.2. y bir Dirichlet karakteri olmak tlizere L(s,y)= z

n=1
Dirichlet L fonksiyonu olarak adlandirilir.
Eger y(Z/4Z)" ={lmod43mod4}— C* Dirichlet karakterini y(1mod4) =1, y(3mod4) = -1,
bi¢iminde alirsak bu karaktere gore Dirichlet L-fonksiyonu,

1111 1 11
LQ, =l-—— 4t — ——+ ... 1.2
=t s 1 3 15 (2

toplam1 bi¢cimindedir. Leibniz bu serinin yakinsadig1 degeri hesaplamak i¢in epeyce ugrasmis ve
sonug olarak % ’e esit oldugunu gostermistir. Bu sonugtan olduk¢a etkilenen Leibniz doganin

gizemini ¢6zdiigiine inanmustir, hatta bu bulusundan sonra avukat ve bir diplomat olma hevesini
bir yana birakip matematikle ugrasmaya karar verdigi sdylenir. Aslinda Leibniz’in 1673’te elde
ettigi ve adiyla anilan formiil ondan epey once 1400’li yillarda Hint matematik¢i Madlava ve
kendisinden ¢ok kisa bir sure once de Gregory tarafindan elde edilmistir. Dirichlet, bu
fonksiyonlar1 ebob(a,p)=1 olmak iizere a,a+ p,a+2p,...aritmetik ilerleyisinde(arithmetic
progression) sonsuz sayida asal say1 oldugunu ispatlamada kullanmustir.

Tamm 1.3. f(s), s>r i¢in tamml bir fonksiyon ve lim f(s)=0 olmak lizere eger
lim(s — ) f(s) limiti meveut ve sifirdan farkliise f(s) , s =r ’de basit bir kutuba sahiptir denir

ve bu limite de f ’nin s =r de rezidiisii ad1 verilir.

s>1 olmak iizere ¢(s) yakimsaktir ve lim(s—1)¢ (s):l ’dir. Yani Riemann zeta fonksiyonu
51"

s =1"de 1 rezidiisii ile basit bir kutuba sahiptir.
Asal sayilarin dagilimi ve Riemann zeta fonksiyonu J(s)’in sifirlart arasindaki

baglantiy1 ilk olarak Riemann farketmistir. Euler’in yukarida sozii edilen, zeta fonksiyonunun
teorisine katkilari, hep kapali-form toplamlar {izerinedir. Onun belki de en dnemli katkis1 aslinda
zeta fonksiyonunun sayilar teorisiyle olan baglantisini ortaya ¢ikarmasidir. Nitekim Euler, 1737
yilinda Zeta fonksiyonunu asal sayilarla iligkilendiren

:(s)=gn%=r[—(l_;ﬂ) (13)

bigimindeki ¢arpim formiiliinii elde etmistir [1]. Burada sag taraftaki carpim biitiin asal sayilar
tizerindedir. Bu formiiliin izah1 zor degildir. Burada p asal say1 ve s >0 ise p° <1 oldugu
aciktir, dolayisiyla;
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(I=-p) ' =l+p " +p = +p > +... (1.4)

yazabiliriz. Eger sadece p =2 ve p=3"’l hesaba katarak bu degerleri (1.4)’te yerine yazip
carpimlar alinirsa

1-2)"'A=-3") " =(A+27° +47 +8 +.).(1+37 +97 +277° +..)
=14+427 437 4+47 +67 +87+97 +127 4167 +...

(1.5)

elde ederiz. Bu toplam eksik terimlerine ragmen (1.1)’deki toplama olduk¢a benzemektedir.
Dikkat edilirse (1.5)’te iki ve {i¢ ile boliinebilen biitiin pozitif » ’ler igin n™" ’ ler mevcuttur. Eger

carpmma (1—-57")7""i de eklersek o zaman bes ile béliinebilen biitiin pozitif » ’ler igin de n~

terimleri toplamda yer alacaktir. Bu prosediirii biitiin asal sayilar igin isletirsek hicbir terimi
atlamamis oluruz ki bu durumda;

M

11 14 = 14 . 17& ) lﬂ = 12T 43T 4T 45 =
» I=p7) (1-27) (1-37) (1-57) p

sonucunu elde ederiz.
Asal sayilart p =2, p =1(mod4), p =3(mod4) biciminde siniflandirarak Euler ¢arpimin;

c=[Ja-pH'=a-2 Jla-pH" JJa-p)"

p=l(mod 4) p=3(mod 4)

1
s
1 n

biciminde de yazabiliriz.
Bu formill {(s)’in asal sayilarin dagilimlarim1 belirlemedeki roliinii agikga

gostermektedir. Buradaki ¢arpim formiilii Euler’in, asal sayilarin biitiiniiniin ¢arpimsal terslerinin
toplaminin yakinsakligini test etmesini saglamistir. S6zii edilen ¢aligmalara ragmen ne Euler, ne
de bir sonraki yilizyllda onun ¢aligmalarini siirdiiren matematikgiler ¢(s)’in analitik bir

fonksiyon gibi davranisina deginmemislerdir. £(s) ’in analitik bir fonksiyon gibi davranisinin
o6nemine ilk olarak Riemann tarafindan isaret edilmistir. Denklem (1.3), Re(s) > 1 ig¢in uygulanir
ve ¢(s) ’in burada analitik oldugunu gosterir. Riemann, ¢(s) ’in birinci dereceden bir kutbunun
oldugu s =1 hari¢ analitik olarak biitlin kompleks diizleme siirdiiriilebilecegini gdstermistir.
Rieman, ¢£(s) ’in sifirlarimin asallarin dagilimimi belirledigini gozlemlemistir. Onun, asal sayilar
ve ((s)’in sifirlar1 arasindaki baglantisina dair gelistirdigi formiilleri ancak 1890’larda

Hadamard ve Weierstrass tarafindan gerekli analitik geregler gelistirildikten sonra
ispatlanabilmistir.

2. KUADRATIK SAYI CiSIMLERINIiN ZETA VE L-FONKSiYONLARI

Bilindigi iizere, Q 'nun sonlu genislemeleri say1 cismi, 6zel olarak ikinci dereceden genislemeleri
de kuadratik say1 cismi diye isimlendirilir. Kuadratik say1 cisimleri, d kare-bagimsiz bir tamsay1
olmak iizere Q(\/E ) bicimidedirler. Eger d >0 ise Q(\/E )’yireel, d <0 ise Q(\/E ) ’yi sanal
kuadratik say1 cismi diye isimlendirerek ayirt ederiz. Her iki tlir say1 cisminde caligma da
Gauss’un tamttigi ax’ +bxy+cy’: a,b,c € Z bicimindeki ikili kuadratik formlarin teorisiyle

oldukca yakindan baglantilidir.
K say1 cismindeki monik, tamsay1 katsayili bir polinomun kokii olan sayilar (cebirsel
tamsayilar) bir halka olusturur, bu halkaya K ’nin tamlik halkasi ad1 verilir ve O, ile gosterilir.
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O, ’da tersi olan elemanlarin olusturdugu grup U, birim grubu seklinde isimlendirilir.

Q(\/g ) kuadratik say1 cisminin birim grubu d <0 iken sonlu, d >0 oldugunda ise sonsuz
devirli bir gruptur. Reel kuadratik say1 cisimlerinde bu sonlu devirli grubun iireteci temel birimsel
diye adlandirilir ve &, ile gosterilir. O, 'nin biitiin ideallerinin kiimesi, idealler aras1 tanimlanan

¢arpma iglemi altinda bir yari-grup olusturur. Bu yar1 grubu gruba gevirmek i¢in kesirsel idealleri
hesaba katmak gereklidir. K 'nin biitiin kesirsel ideallerinin grubu F, O, ’nin idealleri tarafindan

iretilen serbest degismeli bir gruptur. F 'nin biitiin temel kesirsel idealleri onun bir P alt
grubunu olusturur. F/P bdlim grubu K say1 cisminin smif grubu diye adlandirilir ve

C|:C|(OK) bigiminde gosterilir. Minkowsky teoremi bu grubun eleman sayisinin sonlu

oldugunu belirtir. Bu sonlu grubun derecesi K ’nin sinif sayisi olarak isimlendirilir ve 4, ile

gosterilir.
Tanim 2.1. K, bir say1 cismi ve O, ’da bu say1 cisminin tamlik halkas1 olmak iizere K ’nin zeta
fonksiyonu;
&1
k()= ——- 2.1
N ; N(a)

bigiminde tanimlanir. Burada belirtilen toplam ac O, olan biitiin idealler iizerindedir. N (a),
fonksiyonu a idealinin normunu belirmektedir.
Ozel olarak eger K =Q alinirsa Tamim 1.1. ile verilen Riemann zeta fonksiyonu elde

edilecegi agiktir. Bu calismada bazi tanim ve teoremler genel olarak sayi cisimleri igin verilse de
esas olarak kuadratik sayr cisimlerinin zeta ve L-fonksiyonlari ele alinmistir. Euler ¢arpim
formiilii say1 cisimleri hesaba katildiginda asagidaki hali alir.

1

Teorem 2.1. ¢, (s)=| | ———— 2.2)
‘ 1:[l—l\f(lo)‘
tir. (Burada ¢carpim p — O, olan biitiin asal idealler iizerindedir).
. 1 = 1 1
Ispat: {,(s)=) ———= — = — elde edilir.
=2y - NEaer o)

f (x), o ’nin minimal polinomu olmak iizere f (x) polinomunun mod p ’ye gore indirgenemez
polinomlarin carpimi olarak yazilisi f (x): H f (x) (mod p) bigiminde ise (p) idealinin asal
i=1

» e

ideallerin ¢arpimu olarak yazilimi ( p) = H ( ./ (a)) ’ bi¢imindedir.

i=1
Tanim 2.2. f (x) = H ﬁ(x) (modp), f (x) S Z[x] ’in modulo p ’ye gore indirgenemez
i=1
polinomlarin garpimui olarak yazilisi olmak iizere f ’nin mod p ’ye gore Euler ¢arpimi

4, (O)=T]1-r“"
i=1

polinomu bi¢iminde tanimlanmaisgtir.

Tanmm 2.3. f (x) € Z[x] polinomunun zeta fonksiyonu,

<y (s)= 1:[ 4, (pﬂ )71
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seklinde verilir.
Teorem 2.2. K bir say1 cismi ve O, = Z[a] , K "min tamlik halkas olsun. f(x), & *nin minimal

polinomunu géstermek iizere;
Cels)=¢,(s)

esitligi vardir.

1 1

ispat: (2.2) esitligiyle $e(s)= = —= —

vece=3 ey iy - ey

r € 1 r 1 1

elde ederiz. f(x): f,(x) (mod p) = — = —~— = —

1 L T R T P R
:>§1< _(_) ;
Teorem 2.3. s > 1 olmak iizere ¢, (s) = ¢(s)L(s, z) dir.
Ispat:

-1 1 -1 1 -2 1 -1
K = 1_ 2s 1_ s l__s

w7 zN(a) 1:[( N(p)j «H[ P]wgl( P] H[ PJ

-1 -1 -2 -1
1 1 1 1
= l-—— | | 1+— 1-— 1-—
(dl_)[[ p"] ( p“J (I)I[ p"] 1:[[ p"]
P P

-1 -1 -1 -1 -1
(dl() 1 P (‘1711():71 p pldx p (dTI:):l V4 (‘/TK):,I p pldg

-1
Bu son esitlikte birinci koseli parantezle belirtilen ¢arpani H(l _LAJ bigiminde tek
p

P

bir garpanla ifade edebiliriz ki bu da ¢(s) ’e esittir. Diger yandan

dy
nf-+) nf-+m-n 1—(,%]

(di)zl p ﬁ)z,l 1"dk P
4 P

-1

dir. O halde

1

] sl
G@=c0]1- ] =cwT XA 5125, 7)

n=1

elde edilir.

Teorem 2.4. lim(s - l)z

(1, z) dir.

N (a)
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Z(?) serisi  kosullu

ispat: ;((n), m0d|dK| Dirichlet karakteri olmak iizere s>0 igin z
n=1 N

yakinsaktir ve s >0 i¢in s 'nin bir fonksiyonunu belirtir. lim(s —1)¢'(s) =1 esitligi gdz Oniine
so1t
alinirsa;
1
z(n) ;((n)
lim(s — 1) = lim(s -1) (1 ——J = lim(s ~D{(s) = =L(1, )
i D2 Ny N( )’ I Ny Z Z
elde edilir.

Ornek 2.1. K = Q(«/E ) kuadratik say1 cismi i¢in d =21=d, =21 dir, dolayisiyla mod|d 1<|
Dirichlet karakteri [4] y ’yi gbz 6niine aldigimizda;
1 1 1 1 1 1 1 1 |

L(l,;():l—l+—+ ———————— —t—t———
245810111316171920

( 1 1 1 1 1 1 1 1
,Z + + - - - - +

2k+1 2lk+2 2lk+4 21k+5 21k+8 21k+10 2lk+11 21k+13 21k+16

P B B
21k+17  21k+19 21k +20

3 4 7 9 10 12 15 16 18 19
—Xx+x+x —x' —x =X —x " 4+x +x" —x"+x +..)dx

Sl O~ O — . O

~
—

A=x+x"+x=x7 =x" =x" = x" +x"” +x" = x" + x")A+x" +x* +..)dx

A-x+x"+x*—x" —x" = x"" —x" +x" + x" = x"® +x")dx
1— 2

(x* —1)(x —2x7 +2x% +2x7 —2x+1)

x?—x"rx? —xt rxt —xt X —x+1

elde edilir.

L(l, ;() ile sonraki integral arasindaki bu baglantiyr genellestirmek miimkiindiir.

=0.683807...

Dirichlet karakterlerinin periyodik olduklarii géz Oniinde bulundurdugumuzda L(1, y) *deki
terimleri mod(gp(ld X |)) ’ya gore gruplandirabiliriz. Soyle ki; bu integralin iginde her zaman iki

¢arpan bulunacaktir. Bunlardan birinci ¢arpan;

(de ), ofde we| di | (dy
fd,((x)=1+x(7j+x [TJ+...+x‘ [ld’(']:;x [Tj (2.3)

bicimindedir. Digeri ise her zaman,

d,
e 2.4)

sonsuz toplamina esit olur ki bu da ————"ya esittir O halde bu sonucu (2.3) ile

1- x\ «l

birlestirdigimizde sonug olarak asagidaki teoremi yazabiliriz.
|dx]| d

Teorem 2.5. f, (x)= x"' (TK] olmak iizere,

t=1
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11, 7)= jM.

Jdg]|

(2.5)
0 1-x
L(,y) fonksiyonlarmin degerlerinin  hesaplanmasi, sinif sayilariyla olan

baglantisindan &tiirii oldukca 6nemlidir. lgili Dirichlet karakteri i¢in bu fonksiyonun degerleri
biliniyorsa buna karsilik gelen kuadratik say1 cisminin smif sayisi, ve tersine kuadratik say1
cisminin simif sayist biliniyorsa L(l, y) 'nin degeri hesaplanabilir.

Teorem 2.6 [2]. K =Q(\/E ) bir sanal kuadratik say1 cismi ve d =2,3(mod4) olsun. Bu
durumda;

1(1,7)="Z

7

(2.6)

dir.

Ispat: a idealinin herhangi iki denklik sinifi iizerinde Z N(la) ’larmn toplamlari aynidir. Buna

gore farkli denklik siniflarinin sayisim1 4 olarak alirsak,

lim(s =Y, —— = hlim(s —1)
so1* z atem%deal N(a)

elde edilir. Sanal kuadratik say1 cisimlerinde birimseller grubu sonludur ve d = -1 i¢in O, 'nin
birimselleri 1, 7, diger d <0, d = 2,3(mod4) iginse birimseller +1 *den ibarettir. Bu durumda
genel kullanima uyarak birimsellerin sayisin1 w ile gosterirsek;

Lol oy -a)

atemelideal N(a)\ w (m,n)#(0,0)

elde ederiz. s —1" iken Z(xz - dyz) toplami J.J.(x2 —dy®) " dxdy integrali ile aym sekilde
(m.n)2(0,0) 2 g

sonsuza yaklagir. Bu ikisi arasindaki fark s—1" iken smirli kalir. Bu integrali degisken
degistirme yontemiyle hesaplamak miimkiindiir.

[ —ay®y dxdy = [[(-dz* —dy*)" d(W-dz)dy

:al’

x2—dy?>1 —dz—dy*>1
=ld[ "] [[ @+ ) dedy
22ay22fd|”!
:|d (1 i Hr’zyrdrdé?
r >\d\
|d|l 25) /2 rH‘v ”
2 — 25 ‘d‘—l 2
_ | |(l Zv)/2|d|y ].
s—1
Bunu iistteki denklemde yerine koyarsak
_ T (-29)/2) 151 L -2 hr
lim(s —1)Z—N( 2 lim(s — 1) h |d| d” =h W7r|d| = .
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elde edilir. Yani;

L(l,/’{’)z i Z(}’l) _ hr

s
n=1 N w. '|d|

dir[1]. Bu sonug sadece d <0, d =2,3(mod4) olan sanal kuadratik say1 cisimleri i¢indir. Diger

kare-bagimsiz d degerlerine karsilik gelen kuadratik sayi cisimleri i¢in de benzer formiiller
mevcuttur.

Ornek 2.2. K = Q(x/—_l3 ) sanal kuadratik sayr cismini hesaba katalim. Bilindigi {izere
2 m
NEEEREE
Dirichlet karakterlerini mod 52 gére hesapladigimizda bunlarin sirasiyla, 1, 0, -1, 0, -1, 0, 1, 0, 1,

05 15 0) 07 09 15 Oa 1) 0: 1705 _1905 '17 07 1905 _19 07 1) 0: 1703 _1505 1505'15 07 09 Oa _1705 _1905 _11 07
1,0, 1,0, -1, 0 oldugunu goriiriiz. Bunun sonucu olarak,

L(I,Z):Zl(n):Z(ﬂjl:]_l_l+l+l+L+i+ 1 +L_L_L+L_L+ 1
n=1 n=1 n n 7 9
1

O, = Z[\/— 13], w=2, |dK| =52ve h=2, ’dir. Dolayisiyla L(l,;() *dir.

n 3 5 11 15 17 19 21 23 25 27 29
11 1 1 1 1 1 1 1

31 33 35 37 41 43 45 47 49 5l

. V4 . - -
seri toplammin —— e esit oldugunu goriiriiz.

V13

Teorem 2.7. [3] [Dirichlet Sinif Say1 Formiilii] K = Q(\/E ), kuadratik say1 cismini belirtmek
lizere;

ﬂ d < 0
L(1, z)= Wyljfl 2.7
d>0

.

esitligi vardir.

Ozel olarak cger, d =23(modd) ise \[d,|=4d] = 2\[d] olacag igin <0
oldugunda Teorem 2.6’da elde edilen sonuca vartlir. Dirichlet sinif say:r formiiliiniin sonucu
olarak, O, ’nmn smif sayisim biliniyorsa O, ’ya karsilik gelen Dirichlet karakteri y(n) icin
L(l, ;() rahatlikla hesaplanabilir. Benzer sekilde, eger L(l, ;5) biliniyorsa  smif sayis1 &

hesaplanabilir. Siif sayilartyla olan bu giiglii baglantisindan 6tiirii L -fonksiyonlarinin ve
ozellikle de L(l, ;5) degerlerinin hesaplanmasi cebirsel sayilar teorisinde énemli bir yere sahiptir.

Ornek 2.3. X = Q(ﬁ ) ’yi goz oniine alalim. Bu durumda O, = Z[#} , |dK| =57 dir.
Cizelge 2.3 ve 2.5’ten R=logs, =log(131+40w)=5.710416 oldugunu goriiyoruz. Yine

Cizelge 3.4’ten h=1 oldugu anlasiimaktadir. Dolayisiyla (2.7) kullanildiginda
2log(131+40w) 2(5.710416
L0, 7)= g( ) _ & )

V57 V57

hesaplarsak bunlarn siraswyla 1, 1,0, 1, -1,0, 1, 1,0, -1,-1,0, -1, 1,0, 1, -1, 0, 0, -1, 0, -1, -1, O,

=1.512726... d1r. Dirichlet karakterlerini mod 57 gore
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L -101,1,0,-1,1,0,-1,-1,0,-1,0,0,-1, 1,0, 1, -1, 0,-1,-1,0, 1, 1,0, -1, 1, 0, 1, 1, O,...
oldugunu goriiriiz. Bunun sonucu olarak mod57 Dirichlet karakterine gore;

e

n=1 =l N n

! 11111 11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=l+—+—-—+—-+—-—-—- —_—t—t——— —-— +—-—t—+—

2 45 7 810 11 13 14 16 17 20 22 23 25 26 28 29
o v v ot o ot 1 1 1 1. 1
3132 34 35 37 40 41 43 44 46 47 49 50 52 53 55 56

~ 2log(151+20+/57)
J57

elde ederiz. Ornek 2.2 ve 2.3’te K say1 cisminde simif sayisimin degerini kullanarak mod dk
Dirichlet karakterine gore L( ) fonksiyonunun degerini hesapladik. Daha 6nce de belirttigimiz

=1.512726...

gibi tersini yapmak ta miimkiindiir.
Teorem 2.8. K :Q(\/; ) bir kuadratik say1r cismi olsun, d,,w,é&,, de (x) daha once

tanimlanan degerler ve fonksiyon olma iizere;

J_ fd e

“’K‘

h= (2.8)
M dek(x)dx o

2loge, 3 1-x%

dir.
ispat: (2.5) esitliginde L(l, ;() yerine (2.7) deki d <0,d >0 farkli durumlarindaki degerleri

yerine yazilip elde edilen formiilde / yanliz birakilirsa
ﬁ x)dx
J' f ‘i d<0
\/ x J-fdk (x)dx 150

2loge, 3 1-x%

formiiliinii elde ederiz.
Denklem (2.5) yardimiyla L(l, ;() ‘min  degerinin hesaplanmas1 d degeri biiyiidiikce

olduk¢a zor ve karmasik hale gelebilecegi goriilmektedir. Asagidaki teorem L(l, Z)
fonksiyonunun degerlerinin bulunmasinda oldukga kolay bir yol vermektedir.
Teorem 2.9. [1] d <0 kare-bagimsiz olmak tizere d,, K =Q(«/g ) sanal kuadratik say1

cisminin diskriminantini ve y , modd, Dirichlet karakterini gostermek iizere;

|d]

L(ly) = 2 i+ 202+ 2B)3+...+|d | x(d, 2.9
L2) dm/I_Z| 2la) = " |dkllw() + 2003+ +|d, | lla ) 2.9)

Eger, d > 0 kare-bagimsiz bir tamsay1 y , modd, Dirichlet karakteri ise bu durumda;
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d ,(

1’](411

Ornek 2.4. d =33 = d, =132 "dir.
1,7,17,19,23,25,29,37,41,43,47,49,59,65,71,79,97,101,119,127 igin y(amod132) =1,
5,13,31,35,53,61,67,73,83,85,89,91,95,103,107,109,113,115,125,131 igin y(amod132)=-1 ve
ebob(a,75) =1 ise y(amod132)=—-0 dir. O halde (2.9) kullanilirsa;

L, x) =

log sin(az/d,). (2.10)

2z

L(Ly)=———=[1-5+7-13+17+19+23+25...—125+127-131 528 =——*—=

i 132\/ | l \/13 v V33
~1.093762 .
Dolayisiyla;

S(—-132)1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
L(l,;():z =l ==+ —F——————+—+—+—+—
n )n 5 7 13 17 19 23 25 29 31 35 37 41 43 47

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

n=l

+—-—+ +
49 53 59 61 65 67 71 73 79 83 8 8 91 95 97 101 103 107

oo v v o v vt 27 93762
109 113 115 119 125 127 131 /33

x , modd, Dirichlet karakteri olmak iizere kare-bagimsiz d =—1...— 433 i¢in L(l, )

fonksiyonlariin aldig1 degerler Cizelge 2 ile verilmistir. Cizelge hazirlanirken (2.9) denklemi goz
oniine aliip asagidaki Pari kodlar1 kullanilmustir.

{Lr(d)=

local(s,m,j);

if(issquarefree(d)<>1,

error("d kare bagimsiz olmali."));

s=1;\

for(j=1,abs(quaddisc(d)),\
s=((sin(Pi*j/quaddisc(d)))"(kronecker(quaddisc(d),j)))*s);\
m=-log(s)/sqrt(quaddisc(d));

return(m)

}

\p 6;

for(d=2,443,\

if(issquarefree(d)==1,

write("L(1,chi_reel).doc", d," ",Lr(d))))

%, modd, Dirichlet karakteri olmak iizere kare-bagimsiz d =1...434 icin L(l, )

aldig1 degerler Cizelge 1 ile verilmistir. Cizelge hazirlanirken (2.9) denklemi g6z oniine alinip
asagidaki Pari kodlari kullanilmastir.

{Ls(d)=

local(s,m);

if(issquarefree(d)<>1,

error("d kare bagimsiz olmali."));

s=0;\

for(j=1,abs(quaddisc(-d)),\
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s=s+j*kronecker(quaddisc(-d),j));\
m=(abs(s)*Pi)/(abs(quaddisc(-d)*sqrt(abs(quaddisc(-d)))));
return(m)

}

\p6;

for(d=1,443,\

if(issquarefree(d)==1,\
write("L(1,chi_sanal).doc", -d," ",Ls(-d))))

Bu formiil ve metodlar kullanilarak L(1, y) ’lerin degerlerini artik daha kolay
belirleyebiliriz Simdi de (2.7)’deki smif sayis1 ve L(l, ) degerleri arasindaki iliskiyi gdz oniine
alarak (2.9) ve (2.10) denklemlerini kullanarak bazi kuadratik say1 cisimlerinin sinif sayilarini bu
yolla hesaplayalim. Oncelikle L(1, 7) igin yazilmis olan (2.7)’yi /4 igin yeniden diizenlersek,

Jd
ym, ) d<0

T
V0, ) d>0

2loge,

@.11)

elde ederiz. Bununla birlikte (2.9) ve (2.10)’i goz oniinde bulundurdugumuzda sonug olarak
asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.10. K = Q(\/E ) bir kuadratik say1 cismi ve d,,&,, y sirastyla diskriminant, regulator
ve Dirichlet karakterlerini gostermek {izere;

|4k]
—2:; Z|a;((a] d<0
h= e (2.12)
— Tioge. ;l(a)logsin(aﬂ/dK) d>0
dur.

Ornek 2.5. K = Q(\/—_’ﬁ) alinirsa d, =-132, o, =2 dir. Diger yandan
a=1,7,17,19,23,25,29,37,41,43,47,49,59,65,71,79,97,101,119,127 igin y(amodd,)=1 ve
a=5,13,31,35,53,61,67,73,83,85,89,91, 95,103,107,109,113,115,125,131 icin
y(amodd,)=-1 ve ebob(a,132):l olan a'lar iginse y(amodd,)=0 dir. Bu durumda;

|dx| 132
Za;((a) =y a;((a) =-528.0 halde A, =- 2 (—528) = 4 elde ederiz.
azl o 2.(132)
Benzer sekilde K= Q(«/g ) reel kuadratik sayr cismini i¢in d, =85,
& =dtw= 94485 R =loge, =2.209347 “dir.

2
Bu durumda sinif sayist

85
h= —;Zz(a)logsin(aﬂ/%) 1 88373902

9++/85 7 9+ 85
2log

2lo
2 & 2

olarak elde edilir.
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Cizelge 1. d =2...434 i¢in K = Q(ﬁ ) reel kuadratik say1 cisimlerine karsilik gelen L(l, ;()
fonksiyonlarinin degerleri

LLy) |d| Lly) [ d | Lly) | d | Ly) | d | Ly) | 4| L(Ly)
0.623225| 73 [ 1.794636 | 146 0.938483 | 217 | 2.152641 | 290 | 0.828503 | 365 | 0.617054
0.760346 | 74 [ 1.035646 | 145]2.112534 218 | 0.842354 | 291 | 1.492029 | 366 | 1.506661
0.430409 | 77 {0.497927 11491 0.673596 1219 | 1.350709 | 293 | 0.331438 | 367 | 1.271681
0.935881 | 78 [ 1.056041 | 151 | 1.787361 |221| 0.727449 | 295 | 1.771613 | 370 | 1.348163
1.046455| 79 [ 1.712992 | 154 | 1.717914 | 222 | 0.764726 | 298 | 1.577505 | 371 | 0.844030
1.150087 | 82 [ 1.278110|155]0.997694 | 223 | 1.226421 | 299 | 0.777420 | 374 | 0.911556
1110.902491 | 83 |0.559779 | 157 | 0.855759 | 226 | 1.810545 | 301 | 1.156481 | 377 | 1.265766
13 10.662735 | 85 | 0.958550|158|0.767529 | 227 | 0.405779 | 302 | 0.918500 | 379 | 1.941262
14 1 0.908711 | 86 | 1.072202 | 159 1.250097 | 229 | 1.075469 | 303 | 0.979697 | 381 | 0.780338
1511.065554 | 87 [0.863058 |161|1.586763 |230| 0.686280 | 305 | 1.577052 | 382 | 1.357001
17 | 1.016085 | 89 | 1.464441 |163|1.462253 {231 | 1.322177 | 307 | 1.083930 | 383 | 0.538214
191 1.337250 | 91 | 1.688687 | 165|0.796865 | 233 | 1.407615 | 309 | 0.970072 | 385 | 2.479635
21 10.683807 | 93 [0.698098 | 166 | 1.703462 |235| 1.769768 | 310 | 1.629441 | 386 | 1.253677
2211.274161 | 94 | 1.575084 | 167 | 0.450141 | 237 | 0.564299 | 311 | 0.982979 | 389 | 0.795953
2310.807111 | 95 [0.893944|170(0.999991 | 238 | 1.303839 | 313 | 2.187652 | 390 | 1.025410
2610.907013 | 97 | 1.893495|1730.390911 | 239 | 1.056456 | 314 | 0.765993 | 391 | 1.669065
2910.611766 |101|0.596669 | 174 | 1.208887 | 241 | 2.418356 | 317 | 0.504228 | 393 | 1.850943
30(1.127932 {102 1.051189|177|1.764089 | 246 | 1.541322 | 318 | 0.601815 | 394 | 2.064301
31(1.440365 103 1.283704|178|1.209974 | 247 | 1.533062 | 319 | 1.911028 | 395 | 0.579840
33(1.332797 [105(1.720149 | 179 1.191517 | 249 | 2.110940 | 321 | 2.030683 | 397 | 0.817598
34 (1.457152 106 1.746070 | 181 | 1.066472 | 251 | 0.997930 | 322 | 1.442414 | 398 | 0.334944
3510.837679 |107(0.731062 | 182]0.591316 | 253 | 0.946672 | 323 | 0.797397 | 399 | 1.477149
3710.819292 [ 109 1.065972 | 183 | 1.017377 | 254 | 1.173544 | 326 | 1.076179 | 401 | 1.842450
38 10.698182 |110|0.712637 | 185|1.444758 | 255| 0.867886 | 327 | 0.671680 | 402 | 0.667045
39(1.252722 |111(1.211148|186|1.410150|257| 1.297485 | 329 | 1.695220 | 403 | 1.405539
4111.299093 |113|1.382352 | 187 | 1.187716 | 258 | 0.777247 | 330 | 1.185622 | 406 | 1.845619
42 11.005013 1114 1.428405|190 | 1.676220 | 259 | 1.782445 | 331 | 1.992831 | 407 | 0.850625
431 1.349385|115|1.439708 | 191 | 1.208747 | 262 | 1.183859 | 334 | 1.777226 | 409 | 2.584507
46(1.591314|118]1.226894 | 193 | 2.170434 | 263 | 0.773021 | 335 | 0.775471 | 410 | 1.005026
4710.665763 1119] 1.004816 | 194 | 0.856688 | 265 | 2.310878 | 337 | 2.334964 | 411 | 1.135247
51(1.289678 [122|0.560073 | 195]0.954130|266| 0.885688 | 339 | 1.323658 | 413 | 0.404539
5310.540025 {123(0.991323|197|0.475001 | 267 | 1.037593 | 341 | 0.609114 | 415 | 1.710396
55(1.397415 (127 1.425335|199|1.715883 | 269 | 0.621893 | 345 | 2.048451 | 417 | 1.856470
57 11.512726 {129 1.835837 201 | 1.953138 | 271 | 1.589701 | 346 | 1.685637 | 418 | 1.088092
58 [ 1.388774 | 130 1.661595 {202 | 1.230655|273 | 1.762924 | 347 | 0.755042 | 419 | 0.982327
59 10.906899 | 131|0.870445|203|0.664821 |274| 1.919263 | 349 | 1.051433 | 421 | 1.267717
61 (0.938310|133(0.893688|205|1.050623 |277| 0.945515 | 353 | 1.263265 | 422 | 0.801152
62 0.614200 | 134 1.087092 |206|0.814304 | 278 | 0.510851 | 354 | 1.398267 | 426 | 1.171209
65(1.377516 |137|1.393813 {209 | 1.582843 | 281 | 1.738377 | 355 | 1.535170 | 427 | 1.399600
66| 1.198290 | 138(0.773483 {210 1.120707 | 282 | 1.007064 | 357 | 0.622756 | 429 | 0.961107
67 | 1.403665 | 139 1.599663 |211|1.861876 (283 | 1.155463 | 358 | 1.405335 | 430 | 1.500765
69 [ 0.774628 | 141 0.883754 {213 0.587929 | 285 | 0.670476 | 359 | 1.041718 | 431 | 0.940710
70 | 1.486529 [ 142 1.423918 |214|1.911364 |286| 1.647646 | 362 | 0.382447 | 433 | 2.248559
71 (1.050057 [143]0.531233|215]0.610686 | 287 | 0.750378 | 363 | 0.956202 | 434 | 1.060151

S| |w|w|n|
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Cizelge 2. d =—-1...—433 i¢in K = Q(«/E ) sanal kuadratik say1 cisimlerine karsilik gelen L(l, ;()
fonksiyonlarinin degerleri

d| Lly) | d | Ly)|d | Llg)|d | Ly |d | Lly) | d ]| Llx)
-1 | 0.785398 | -71 | 2.609869 |-143]2.627132 |-215]2.999568 | -287| 2.596193 |-365| 1.644385
-2 | 1.110721 | -73 10.735391 |-145|1.043580 [-217|0.853061 |-290| 1.844807 |-366| 0.985282
-3 | 0.604599 | -74 | 1.826014 |-146|2.080000 [-218 | 1.063878 |-291| 0.736654 |-367| 1.475908
-5 | 1.404963 | -77 | 1.432071 |-149|1.801585 |-219]0.849157 |-293| 1.651804 |-370| 0.979942
-6 | 1.282550 | -78 [0.711431 [-151|1.789614 [-221|1.690611 |-295| 1.463285 |-371| 1.304827
-7 | 1.187410 | -79 | 1.767284 |-154|1.012627 |-222|1.265099 | -298 | 0.545963 |-373| 0.813328
-10 | 0.993459 | -82 |0.693862 [-155|1.009355 |-223|1.472636 |-299| 1.453464 |-374| 2.274270
-11 | 0.947226 | -83 | 1.034504 [-157[0.752179 |-226 | 0.835903 | -301| 0.724314 |-377| 1.294402
-13| 0.871321 | -85 [ 0.681507 [-158[0.999727 |-227|1.042574 |-302| 1.084670 |-379| 0.484118
-14| 1.679252 | -86 | 1.693833 [-1592.491445 (-229|1.038011 |-303| 1.804798 |-381| 1.609487
-15| 1.622311 | -87 [2.020885 [-161|1.980737 |-230(2.071505 | -305| 1.439097 |-382| 0.642952
-17| 1.523896 | -89 | 1.998049 [-163|0.246069 |-231|2.480419 |-307| 0.537901 |-383| 2.728974
-19| 0.720731 | -91 | 0.658657 [-165]0.978291 |-233|1.234875|-309| 1.072314 |-385| 0.640442
=21 | 1.371103 | -93 | 0.651536 |-166|1.219174 |-235|0.409870 |-310] 0.713722 |-386| 1.599029
=221 0.669790 | -94 | 1.296122 [-167|2.674141 (-237|1.224410 |-311| 3.384724 |-389| 1.752136
-23 | 1.965202 | -95 | 2.578565 [-170|1.445695 |-238[0.814557 |-313] 0.710293 [-390| 1.272646
-26 | 1.848351 | -97 [0.637961 [-173|1.671956 |-239(3.048191 |-314| 2.304774 |-391| 2.224280
-29 | 1.750137 |-101]2.188201 [-174|1.428981 |-241|1.214207 |-317] 0.882247 |-393| 0.950834
-30 | 1.147147 |-102]0.622128 |-177[0.472273 |-246|1.201804 | -318| 1.057031 |-394| 0.791356
=31 1.692740 [-103 | 1.547752 [-178|0.941889 [-247|1.199369 |-319| 1.758954 |-395| 1.264565
-33 | 1.093762 |-105]1.226352 |-179|1.174068 |-249 | 1.194542 |-321| 1.753466 |-397| 0.473016
-34| 1.077557 [-106|0.915415 [-181|1.167564 |-251 | 1.388069 |-322| 0.700297 |-398| 1.574738

-35| 1.062052 |-107[0.911128 [-182|1.397222 |-253{0.395021 |-323] 0.699212 |-399| 2.516422

-37| 0.516475 [-109]0.902730 [-183 | 1.857866 |-254 | 1.576968 | -326| 1.913964 |-401| 1.568837

-38 | 1.528901 |[-110]1.797235 [-185|1.847796 |-255[2.360810 |-327] 2.084766 |-402| 1.253507

-39 | 2.01223 |-111]2.385494 |-186|1.382116 |-257|1.567737|-329] 2.078419 |-403| 0.312988

-41| 1.962537 [-113|1.182145 [-187(0.459472 -258|0.782348 |-330| 0.691756 |-406| 1.247317

-42 | 0.969517 |-114]1.176948 [-190|0.455830 |-259|0.780836 |-331] 0.518033 |-407| 2.491567

-43 | 0.479088 |-115]0.585910 [-191[2.955130 |-262|0.582265 |-334| 1.031402 |-409| 1.242734

-46 | 0.926405 |-118]0.867621 [-193]0.452274 |-263|2.518346 |-335] 3.089584 |-410| 1.241218

-47 | 2.291242 |-119]2.879893 |-194|2.255532 |-265|0.771946 | -337| 0.684534 |-411| 0.929780

=51 0.879822 [-122|1.422132 [-195(0.899897 [-266 | 1.926234 |-339| 1.023767 |-413| 1.545877

-53 | 1.294593 |-123]0.566536 [-197|1.119146 |-267 | 0.384525 | -341| 2.381775 |-415| 1.542147

=551 1.694449 |-1271.393856 [-1992.004314 [-269|2.107009 |-345| 0.676551 |-417| 0.923067

-57 | 0.832228 [-129]1.659611 [-201 | 1.329545 |-271|2.099220 | -346| 0.844465 |-418| 0.614641

-58 | 0.412511 [-130]0.551072 [-202|0.663125 |-273|0.760551 |-347| 0.843248 |-419| 1.381292

-59 | 1.227002 |-131]1.372411 [-203|0.881986 |-274|1.138743 |-349| 1.177159 |-421| 0.765559

-61 | 1.206719 |-133]0.544821 [-205|0.877673 |-277|0.566280 | -353| 1.337681 |-422| 0.764652

-62| 1.595931 |-134|1.899746 [-206|2.188851 [-278 | 1.318941 |-354| 1.335790 |-426| 1.826528

-65 | 1.558666 |-137]1.073617 [-209|2.173085 |-281|1.874117 |-355] 0.666957 |-427| 0.304065

-66 | 1.546813 |-138]1.069721 [-210|0.867162 |-282|0.748317 |-357| 0.665083 |-429| 1.213420

-67 | 0.383807 [-139]0.799399 [-211|0.648829 |-283|0.560245 | -358| 0.498115 [-430| 0.909006

-69 | 1.512813 |-141]1.058279 [-213]0.861034 |-285|1.488735|-359] 3.150331 |-431| 3.177829

-70| 0.750984 |-1420.527273 [-214|0.644265 [-286| 1.114598 | -362| 1.486066 |-433| 0.905852
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