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ABSTRACT

This is a survey article with three parts about the scientific works done on regularized trace which are the
generalization of trace formulas of matrices and nuclear operators for differential operators. Here the ssecond
part is about [32] and the third part is about [33].
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DIiFERANSIYEL OPERATORLERIN DUZENLI iZLERi
OZET

Bu ¢aligma matrislerin ve gekirdek operatorlerin izi kavraminin diferansiyel operatorler i¢in genellestirilmesi
olan diizenli iz konusunda yapilan bilimsel ¢aligmalarla ilgili bir derleme makalesi olup ti¢ kisimdan
olusmaktadir. 2. kisimda [32] ve 3. kisimda [33] ¢aligmalar1 yer almaktadir.

Anahtar Sézciikler: Hilbert uzay1, Cekirdek operator, Ozdeger, Spektrum, Kendine es operator, Matris izi,
Diizenli iz.

1. GIiRiS

Bir A = (aj)ijo matrisinin tr A (tr A =trace A) izi
trA = a +322 +...+ann

olarak tanimlanir. A, A5, ..., A, A matrisinin

aj —A aj a1

a Ay — A e a
det(A—aD=| 20 270 7 T

ant ano ann_x

karakteristik denkleminin ¢oziimleri olsun. Burada her ¢oziim kendi kathilik sayis1 kadar
yazilmistir. S6z konusu ¢éziimler A matrisinin 6zdegerleridir. Bilindigi gibi
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trA=2+hy+... 4+, (€))
dir.

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 ve o, (H) H den H ye tiim tam siirekli

operatdrlerin kiimesi olsun. A € o,(H) ise A"A kendine es negatif olmayan bir operatordiir ve
1

(A*A)2 € o,(H), [1]. Bu operatoriin sifirdan farkl Ozdegerleri

S1 285 2...28, (0<k <o) olsun. Burada her 6zdeger kendi katlilik sayis1 kadar yazilmstir.
1

(A*A)2 negatif olmayan bir operatdr oldugundan s, s,, ..., s, pozitif sayilardir. Bu sayilara A

operatdriniin s sayilart denir. k <o ise s;=0; j=k+1Lk+2,--- kabul edilir. A nin s sayilar
bazen sj(A)(j=1,2,--) seklinde de yazilabilir. s;(A)=]A| oldugunu belirtelim. A normal

operator ise
siA)=a)] (=120

dir, [1]. Burada |X1(A)| 2|X2(A)| >... 2|7»k(A)| , A operatoriiniin sifirdan farkli 6zdegerleridir. s
sayilart

le?(A)<oo (p=1)

i=
kosulunu saglayan tiim A € o, (H) operatorlerinin kiimesi o, ya da o,(H) simgesiyle

gosterilir. o, (p=1)

Il o - [Z‘{s’j’(A)}p (A < oy (1)
£

fonksiyonu ile ayrilabilir bir Banach uzayidir, [1]. oj(H) uzaymna ait olan bir baska deyisle s

0
sayilart Zs j(A) <o kosulunu saglayan A € o,,(H) operatoriine ¢ekirdek operatdrii denir.
j=1

A eoc,(H) ve TeB(H) ise AT, TA ec,(H) ve

1Tl iy <TI0, oy

"TA"cp (H) < "T" ’ "A"cp(H)

dir.
0
A bir g¢ekirdek operatdrii ise her {e J};D c H ortonormal tabani i¢in Z(Aej,ej) serisi
j=1
yakinsaktir ve bu serinin toplami {e J}TO tabaninin secimine baglh degildir, [1]. S6z konusu serinin

toplamina A operatoriiniin matris izi denir ve tr A ile gosterilir. tr A igin
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V(A)
rA= YA(A) )
=

formiiliiniin saglandig1 bilinmektedir, [1]. Burada her A i 6zdegeri kendi cebirsel katliligr kadar

toplanmistir. V(A) sifirdan farkli 6zdegerlerin cebirsel katliliklarinin toplamudir.

Diferansiyel operatérlerin diizenli izi matrislerin ve ¢ekirdek operatdrlerinin izlerinin
genellestirilmesi olarak kabul edilebilir. Skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izi ile ilgili
aragtirmalar ilk olarak [2] caligmasi ile baglamistir. Bu ¢alismada q(x) [O,TE] araliginda tanimli,

reel degerli ve siirekli tiireve sahip olan bir fonksiyon ve h, H herhangi reel sabitler olmak iizere

—y"(x) +[ax) - yx) =0 3)
y'(0)—hy(0) =0 , y'(m)+Hy(x) =0 )

regiiler Sturm-Liouville problemi goz 6niine alinmistir. Bu problemin A, A5, ..., A,
ozdegerleri igin

xn:n2+c+ol2 (5)
n

asimtotik formiiliiniin saglandig: bilinmektedir. Burada
1 T

c=—|[q(t)dt+h+H (©6)
Tlo

dir. Goriildiigii gibi Y A, serisi wraksaktir. Dolayistyla matrisler ve ¢ekirdek operatorleri igin
n=1

saglanan (1) ve (2) iz formiilleri (3), (4) problemi i¢in s6z konusu degildir. Bununla birlikte (3),

(4) problemi i¢in farkli bir iz kavramu verilebilir. Bunun igin [2] ¢alismasinda (3) denkleminin

yani sira

=y (%) —py(x) =0 @)

denklemi de goz oniine alinmustir. py, Ly, ..., By, - (7), (4) probleminin 6zdegerleri ise (5) ve
(6) formiillerinden

]Eq(t)dt =0
0

0

kosulu saglandig: takdirde )’ (Xn - un) serisinin yakinsak oldugu goriilmektedir. S6z konusu
n=1

serinin toplamina (3), (4) Sturm-Liouville probleminin diizenli izi denir. [2] ¢alismasinda

i (}‘n ~Hn ) = %[q(()) + q(TE)]+ hH

n=l

seklinde bir diizenli iz formiilii bulunmustur.
[2] caligmasindan sonra [2]-[19] calismalarinda ve bir¢cok baska caligmalarda cesitli
skaler diferansiyel operatorlerin diizenli izleri incelenmistir.
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Operator katsayili diferansiyel operatorlerin diizenli izleri [20]-[37] g¢alismalarinda
incelenmisgtir.

2. SINIRLI OPERATOR KATSAYILI VE TEKILLIGE SAHIiP OLAN STURM-
LIOUVILLE OPERATORUNUN DUZENLI iZi HAKKINDA

H sonsuz boyutlu ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olmak iizere H; = LZ[H;(O,I)] Hilbert uzayinda

1
w2 L
Coly] = -y"(x) + X24y(x)
w2l
1) ==y 60+ — 4 y(x) + Q(x)y(x)

diferansiyel ifadeleri ve aynm

1
v
limyx)x 2=0, yl)=0;ve [l,lj iken
x—0 2
y1)=0;ve [l,oo) iken

sinir kosullari ile olusturulan kendine es operatorler sirasiyla L ve L olsun.

H, uzayinda normu ""Hl ile gosterelim ve Q(x) operatdr fonksiyonunun asagidaki
kosullart sagladigini varsayalim:
1. Q(x) [0,1] araliginda ikinci mertebeden zayif tiireve sahiptir ve her x e [0,1] igin
Q(j)(x) :H—H (j=0,1,2) kendine es ¢ekirdek operatordiir;
2. e, <%n{11iln(k12n+l —kfn). Burada O0<k; <k, <+ ile J,(x) Bessel
fonksiyonunu sifirlart gosterilmistir;

3. Huzaymda ) ||Q(x)(p||H < olacak sekilde bir { n}iﬁ ortonormal tabani vardir;
n=l1 !

4. “Q(D(X)

& (j=0,1,2) fonksiyonlart [0,1] araliginda sinirlt ve 6lgiilebilirdir;
o (H

5. tr Q(x) fonksiyonu [O,n] araliginda siirekli olacak ve (O,n) araliginda sonlu tiireve
sahip olacak sekilde 1 € (0,1) sabiti vardir.

Ly operatoriiniin spektrumu {kfn }::1 kiimesidir. Bu kiimenin her noktasi katlilig:

sonsuz olan bir 6zdegerdir. krzn 6zdegerine karsilik gelen ortonormal 6zvektorler

Win (%) = V2x 3, (k) (1 (ki) ' pgs =12,

seklindedir. Rg ve R, sirastyla L ve L operatérlerinin rezolventleri olsun.
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Yardimer Teorem 1: Q(x) operatdr fonksiyonu 3. kosulunu sagliyorsa her A €p(Ly) igin
QR]. € o1(H)).

Ispat: L operatoriiniin ortonormal 6zvektorleri H, uzayinda ortonormal bir taban oldugundan

ispat igin z Z “QRmen dizisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir, [1].
H

m=] n=1 |

Z Z “QRx‘an
H,

m=I n=1

K2 - ‘1 0
Z Z QWmn
1=l H,

o )
- Z‘kz k‘ { {x/gJ oK X)J"Q(Pnllzdx} ®)

m=] n=1 u+ (km)

dir. |z| in biiyiik degerleri i¢in saglanan

N nu)+0( o j

TZ

formiiliinden yararlanarak kolayca goriilebilir ki

VxTy (kpyX)

Tk <const. (x€ [O,OO}m eN) (©)

dir. (8) ve (9) dan

-1
D “QRwﬁm <consty 3 ‘kz ‘ “Q(pn (10)
m=1 n=1 H, m=1 n=1 H
elde edilir. m — oo iken
v 1
km ~ [1’1’1 +E—Zjﬂi

oldugundan (10) dan

Z z “QRK\an = Ck v Zm z "Q(Pn"H

m=] n=1

o0
bulunur. Burada C, ,, sadece A ve v ye baglh olan pozitif bir sabittir. > ||Q(Pn||H serisinin
m=1 !

yakinsak oldugu g6z oniine alinirsa son esitsizlikten

o0

Z “QRX\an
1

n=

< 0

o0
b)
m=1

elde edilir.
Teorem 1: Q(x) operatdr fonksiyonu 2.ve 3. kosullarini sagliyorsa
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1) L operatdriiniin spektrumu ayrik

{11l 5 Iy, |

araliklarinin birlesiminin bir alt kiimesidir;

o0
m=1

2) L operatériiniin spektrumunun esas kismi {kﬁrl }:.:1 kiimesidir.
o0
ispat: 1) 2 e R\ U [k - [Qly, - k3 +[ly, | ise
m=1

for3],, <1l JR2),, < ay
dir. (11) den A :B(H;) —» B(H;)
A(T) =R} - TQR;
tasvirinin bir biiziilme tasviri oldugu elde edilir. Dolayistyla
RY-TQRY =T

denkleminin B(H,) uzayma ait olan bir tek ¢dziimii vardir. Ote yandan Rg —RKQRQ =R,

oldugundan A ep(L) dir. Sonu¢ olarak L  operatoriiniin  spektrumu  ayrik

{1 ~ll - + Il

o(l) c G [kﬁ1 _"Q"Hl’ k,zn +||Q||HJ . Teoremin birinci kismi ispatlanmistir.

m=1

0
araliklariin birlesiminin bir alt kiimesidir:
m=

2) Yardimct Teorem 1 den ve R, = Rg —R)»QR(;L formiiliinden R, —R(,)L e oy(Hy) elde edilir.

Bu durumda Lyve L operatorlerinin spektrumlarinin esas kisimlarinin ayni olduklar
bilinmektedir, [38]. Ote yandan L, operatdriiniin {krzn }::1 spektrumunun sadece esas kistmdan
olustugu gbz oniine alinirsa L operatdriiniin spektrumunun esas kisminin {krzn }zzl kiimesi oldugu
ortaya cikar.

Teorem 1 den asagidakiler elde edilir:

a) L operatoriiniin spektrumunun {kﬁ1 ﬁ:l kiimesine ait olmayan her noktas1 katliligi
sonlu olan ayrik bir 6zdegerdir;
b) krzn sayist L operatoriiniin katlilig1 sonlu ya da sonsuz olan bir 6zdegeri olabilir;
c) {kmn }le L operatoriiniin [kﬁ] —||Q||H1 , krzn + "Q"HJ araligma ait olan dzdegerleri
olmak iizere
lim A, = k2,
n—oo

dir.
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{wmn}f; n=1 L operatoriiniin {kmn}ﬁ no) Ozdegerlerine karsilik gelen ortonormal

ozvektorleri ve

to =27 minfic K)ol 1, = B e €3] <[l o)
Bgm = (.7W(r)nn)l—)l\l’?nns B = ('szn)Hl WYmn

o0
1§, = Zk”&m,U3= YA B (r=-11)
Xm;#l

olsun.

o0
Yardimcr Teorem 2: 2. ve 3. kosullar1 saglaniyorsa Z(Xpn —kf)); p

n=l

=1,2,--- serileri mutlak

s

yakinsaktir.
ispat: R, — Rg operatorii i¢in

R,-R) =Y 3-m PR 2 I (12)

© BO
mlnl7"mn 1

—k

n=

formiilii saglanir. L operatoriiniin her kﬁ] (m#p) Ozdegerinin ve L operatoriiniin her

Apn (m#p; n=12,.--) 6zdegerinin 1, ¢emberinin disinda oldugu gz oniine alinirsa (12) den

0 o 1 A 1 A
TJ.}‘(RL_R}L}D\': Z pn_. Zd - d)\.
m o=l 27t1r x_kp 2751 X }L
P P
() 2120
= Z(kpon }“pann)
n=1
_qya 1
1) -1 (13)

elde edilir. Kolayca gosterilebilir ki R; —Rg operator fonksiyonu p(L) bolgesinde o;(H;)
uzayindaki norma gore analitiktir. O halde (13) ten

Loy —LY) eo(Hy); p=1,2,: (14)
bulunur. Benzer sekilde

- -1
L0 -10) eoy(Hp; p=12, (15)

oldugu gosterilebilir.
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L operatorii sadece sonlu sayida pozitif olmayan 6zdegere sahip oldugundan ispat i¢in

o0

n=l
kp“ >0

oldugunu kabul edecegiz. G(L(Org,)z {O,kf,r} oldugundan

2 o (r (0 ) ro_ (Lo :
kp = (LOp‘Vpn"Vpn o Ao = (Lp Wpn>Vpn Ll’

o0 o0
2
pa{ RGN ol (FESTH) TARRVAN D b 3
n n m=In=l
A >k AL k3T

(r) _1(0)
L, —-L

<] o

o (Hy)

dir. (14), (15) ve (16) dan

z(kpn _kxznr)< ®©

n
2 >k3T
2 ) (2r ) 2 .2
— < —_ —
Z(kp Apn J< const D (kp" =, Jkp™ =25,
n n
A <k Ay <k

-1 _ -2

= const Z(kpn -k, )< o
2ph <kp?

elde edilir. (17) ve (18) den

o0
Z‘Xpn _klzo‘ <oy p=1L2,-
n=I

bulunur.

((L(;) - L(Or])o )‘an >Wmn )Hl

Z(kpn —kg) serisinin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. Dolayisiyla asagida A, >0

(16)

(17

(18)

Her Aep(L)ymp(Ly) icin R, —Rg eo|(H;) oldugundan (5) formiiliinden ve

Yardimci Teorem 2 den yararlanarak

(e -R)- 33 )

m=1 n=1 ‘mn

elde edilir. Buradan b, = 2_1(k§ R kf)) olmak iizere

o ]l R = 2 S )

2mi W:bp m=1n=]

bulunur. R, = RY - RKQRg formiiliinden

(19)
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N . .
R, R} = ¥ (-)'R)(QRY)! + (-DN'R, (QR)HN!
j=1

elde edilir. Burada N herhangi bir dogal sabittir. (19) dan ve son esitlikten

p oo N R
3 Sl k2 )= SML DNy [ e R, (QROM
i

m=In=1 W:bp
bulunur. Burada

. j+l
] _ (_1)
M) =

= [ [RQ(QR({)J];&
Wsz

dir. Kolayca gosterilebilir ki

Mb = Dl i[RI

W=bp
dir. 5. kosulu saglandig takdirde [40] ¢alismasinda yapilanlara benzer sekilde

20+1

1 1
lim {ML —p[tr Q(x)dx} = [tr Q(x)dx —l[zotr Q(0)+tr Q(1) |
p—© 0 4 0 4

formiiliiniin saglandig1 gosterilebilir.

Asagidaki esitliklerin saglandigini gosterelim:

lim M} =0; j=2,3,4,

p—o®©

Bunu 6nce j = 2 i¢in yapalim. (21) formiiliinden yararlanarak

[lorgut i | @

H,

M2=(ani)'e [ (QROfah=(ni) T Y |
\=b, m=In=1|=b

21 2 di
b, (O —km)—kq)

0 W W W 2
SCCIEDIDID YD VRS

m=In=lm;=In, =1 W

Il —

elde edilir. Burada m, m; <p yani kfn,kfnl <b, i¢in

1

] A —k2)(h—k> =0
j=b, A=k —km)

oldugu goriilmektedir. Bu esitligin m, m; > p i¢in de saglandig1 g6z dniine alinirsa (24) ten

(20)

@n

(22)

(23)

24
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-5 5 5 lotonton] |
m=1n=lm, =p+1n, =1 e =, (- k2 - k2, )

o0 o0

p
_ o Z Z Z z:(k2 —k2 )_1‘(Q\an’ ?n]n])H

‘2
m=In=lm;=p+1n, =1

o0

2_1 z Z(km1 —k2)—1 Z z ‘(Q\lenl’ Wmn)Hl‘

m;=p+In; =l m=I n=1

=2 Z (kp, k2! Z ”melnl (25)
m;=p+1
bulunur. (9) dan ve Q(x) in 2. kosulunu saglamasindan yararlanarak
2xJ, (kpx
Slavil, -3 fow 2dulan)
Ho 10 Josi(km)
< constz j “Q(x)q)rl dx < const (26)
n=1(
elde edilir. (25) ve (26) dan
‘M ‘< const Z(k2 -k )_1 < const Z(m2 -pH!
m=p+1 m=p+1
bulunur. Kolayca gosterilebilir ki
> (m?—p?) <2p7 27
m=p+1
dir. Son iki bagintidan
lim M2 0
p—o

elde edilir. Buna benzer sekilde lim M =0 oldugu ispatlanabilir.

p—o®©
[1] de ispatlanmig

|ors

< 3 Sordvs,

m=In=]

o (H,)

esitsizliginden ve 3. kosulundan yararlanarak (10) dan |X| =b, i¢in

10
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0
”QRx
o, (H, m=p+1

)<const2(k2 —k)_1<const{2(|kl K2)+ Z(k2 —[Ah” ]

= cons{ Yk +k —2kn) " + Z(Zk kgﬂ)}

m=1 m=p+1

< const[p(kfm - k}%) + Z(krzn —kg)_ll

m=p+1

bulunur. ‘kﬁ1 - kﬁ‘ > const‘m2 - p2 ‘ oldugu g6z dniine alinirsa (27) ve(28) den

|ors

m=p+1

< const| 1+ (m2 - 2)_1 < const (M =b,)
o1 () { 2 P =05
elde edilir. Ayrica
”Rg“H <const p! (|X| =bp)

1

oldugu gosterilebilir. (21), (29) ve (30) dan yararlanarak

‘Mjp‘ _ (QTCj)_l ‘ ‘J' tr[ (QRg)l:ld (27‘6] “(QRX)J )ld}”l
2=b, "
27TJ ,[ “QRK“ L(H) QRK H |dX|
ey’ | uQ ol TR2) e

) *(J*l) M,3-j
<cjbpp <ci'p
bulunur. Burada c¢; ve c ) sadece j j ye bagli olan pozitif sabitlerdir. (31) den
lim MJ =0; j=4,5,-
p—©
elde edilir. Boylece (23) formiilii ispatlanmis oldu.
‘kmn - k,zn‘ <const (m,n=12,---) oldugu gz dniine alimnirsa (30) dan
R, <constp™! A =
[Ral, < constp (= bp)

bulunur. (29), (30) ve (32) den yararlanarak

11

(28)

29

(30)

G

(32)
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[ ru [R, Qe ] < j b “R (QR!? )N+1 oy
|7[=b, (Hy)
<b “R (QRY) “ ”QRO an
pm:bp * * H, )Lcl(Hl)l |
< const bg p N+
< const p3_N
elde edilir. Buradan
lim j Atr [RL(QRK)N+1]dX 0; N=4,5, (33)
oldugu goriilmektedir.
(20) formiiliinden
P | ® ) 1
2 D o — ki) — [ tr Q(x)dx | = pj tr Q(x)dx |+ ZMJ
m=1| n=1 0 j=2
— N +
NGUARS S [RA(QRQ)N l}dk (34)
21 ‘M:b
P
bulunur. (22), (23), (33) ve (34) ten
2 2l)+1
Z|iz(7"mn ki) — Jtr Q(x)dx } It Q(X)dx——[ZtrQ(O)HrQ(l)] (35)
m=l| n=1

elde edilir. Bu formiiliin birinci tarafindaki toplama L operatdriiniin diizenli izi adinin verilmesi
dogaldir. Boylece asagidaki teorem ispatlanmig oldu:

Teorem 2: Q(x) operatoér fonksiyonu 1., 2., 3..4., ve 5. kosullarin1 sagliyorsa L operatdriiniin
diizenli izi i¢in (35) formiilii saglanir.

3. SINIR KOSULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN STURM-LIOUVILLE
PROBLEMININ IKiNCi DUZENLI iZi iCIN FORMUL

Bu kisimda

fyl=—y"+qx)y=hy (0<x<I) (36)
y(0)=0 , } 37)
-y =ry'()

sinir deger probleminin 2. diizenli izi i¢in formiil verilmistir. (36) ifadesinde yer alan q(x)
fonksiyonunun asagidaki kosullari sagladig: varsayilmistir:

12
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1. q), [0,1] araliginda reel degerli, 3. mertebeden siirekli tiireve sahip olan bir
fonksiyondur ve q(1) =q'(1)=q'(0)=0,

1
2. jq(x)dx -0
0

Hile L, [0,1] ve C (C kompleks sayilar kiimesidir) Hilbert uzaylarinin direkt toplamini
gosterelim:
H=L,[0,1]®cC

. o (RX (Gi(%) ,
H nin herhangi iki F= E ve G= G Fx),G(x) Lz[O,l], F,,G, €C)
2 2

elemanlarinin i¢ ¢arpimini

1
(F.G) = [R(Gy(x)x + ;G
0

seklinde tanimlayalim. H bir Hilbert uzayidir.

D(L) = {F eH: Fl(x),Fly(x) [0,1] araliginda mutlak siirekli fonksiyonlardir,

(IR ]e Lyf0.1}E (0) =0 ve F, = Fl'(l)}

olmak {izere D(L) den H ye

{[F
L[F] :( (K] J
-k
operatorii (36), (37) problemine karsilik kendine es bir operatdrdiir. S6z konusu problem L
operatdriiniin yardimryla

L(F) = AF

seklinde yazilabilir. Goriildigii gibi (36), (37) probleminin spektrumu ile L operatdriiniin
spektrumu cakisirlar. q(x) =0 oldugu halde (36), (37) problemine yukarida olusturdugumuz
sekilde karsilik gelen kendine es operatorii L, ile gosterecegiz.

L ve L, operatorleri alttan smirli ve spektrumlart saf ayriktir, [34].
M <Ay <eo<hp <-o Ve Uy <Hp <-- <, <--- swrasiylaL ve L operatorlerinin zdegerleri
olsun. [39] ¢alismasindan

\/Z =nan-1)+ O(n_z) (38)

asimtotik formiiliiniin saglandig1 ve kendine es L operatoriiniin 6zfonksiyonlarindan olusan tam
ortonormal bir dizinin var oldugu bilinmektedir. Dolayistyla R; ve Rg sirastyla L ve L

operatdrlerinin rezolventleri olmak iizere her A € p(L) ve pep(Ly) i¢in R, , Rg H den H ye

¢ekirdek operatérleridir: R; , Rﬁ € o;(H;) . Buna gore

13
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(R”RX):i{x S —J

n

2
dir. Bu esitligin her iki tarafini 27L— ifadesi ile ¢arpip, m yi istenildigi kadar biiyiik dogal say1
m

kabul ederek |7»| =b, = %(um +1 +Hy) cemberi lizerinde integre edersek

I kztr(Rx,Rx)fik— I ZZ{X — p.l—7\. Z(pn—xz (39)

21:1
r s

|=b
elde edilir.

L ve L operatdrleri arasinda
L= LO + Q

seklinde bir bagnt1 vardir. Burada Q ile

oF (q(x)oﬂ(m} -

gOsterilmistir.

R; =Ry —R,QRY formiilinden
N . .

Ry —RY = (DRI (@QRYY + (-DN'R, (QRY)HN! (40)
j=1

bulunur. Bu esitlikte N herhangi bir dogal sayidir. (39) ve (40) dan

203 uy) = ZMJ - j 2 e [RK(QRA)N“]m (41

W buy

elde edilir. Burada

. j+l
My =C [ 2ulRier)
[2[=bp,
dir. Mgn icin
wi =C0 [ nufor) “2)
Tij /b,

esitliginin saglandig1 gosterilebilir.

14
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Ly operatdriiniin {un }::1 ozdegerlerine karsilik galen ortonormal 6zfonksiyonlari
-1

a, :\/E[ 1+3p, sinz,mn} olmak iizere

wn—[ iy } (n=1.2:+)

Oy Sin/py

seklindedir. {\un }::1 H uzaymin ortonormal bir tabani oldugundan (42) den Min igin

-1 ; -1 <
Mh=— [ Awr@RYd== ] 23 QR v, )udh
m ‘x‘:bm ™ ‘X‘:bm n=1

-1&

wdx = 2§}un(an,<Pn)H

mi n=lI W:bm Hn — n=lI
m L 2.2
=2y pnjq(x)an cos” /i, xdx
n=l 0
elde edilir.

m
To(x) =Y pyoh cos” /i, x 43)

n=l

olsun. O zaman Min
1

M), =2 q(x)T, (x)dx (44)
0

seklinde yazilir. lim M{n i hesaplayalim. Bunun i¢in asagidaki fonksiyonu g6z oniine alalim:
m—»o0

277 cos2 XZ

3

F(z) =
sin z(z sinz — cos z)

F(z) fonksiyonu kompleks diizlemin z=4u, (n=12,--) ve
z=mnk (fk =0,¥1,¥2,---) noktalarindan baska her noktada analitiktir. Her z=p, ve

z =k noktas1 F(z) fonksiyonunun sadece basit tekil noktasi olabilir ve

Res F(z) = aﬁun cos’ My X (45)
Z=yHn
ResF(z) = -2k cos® kmx (46)
z=kn

dir. F(z) fonksiyonu z=p, ve z=kn noktasinda analitik oldugu halde de bu formiillerin
saglandig1 agiktir.

15
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(38) asimtotik formiiliinden goriildiigii gibi her m > N ig¢in

\/E< n(m—%) < VHm+1

olacak sekilde bir N dogal sayis1 vardir. Burada B sonsuza giden bir pozitif degisken ve m > N,
A= [m —%}n olmak iizere tepe noktalar1 ¥Bi,A,, ¥Bi olan S dikdértgeninin I' sinir

iizerinde F(z) fonksiyonunun integralini hesaplayacagiz. Kompleks analizden bilindigi gibi

— j F(z)dz = Z Res F(z) + Z Res F(z)

n=1 Z=yH, n=l ZZyH,

dir. (43), (45), (46) formiillerinden ve bu son esitlikten

T, (x) _2— [F(z)dz+ Z 2027 cos® nmx (47)

n=l

bulunur.
Yardimci Teorem 3: x € [0,1] igin
A, +io
[Fydz= [ F(z)dz
L A —ioo
dir.

Ispat: L;,L,,L; ve L, yukarida bahis edilen S dikddrtgeninin kenarlari olsun. O takdirde

j F(z)dz = lim Z [F(z)dz (48)
B ) L;
—iB —iB
[F(z)dz= | F(z)dz—hm jF(z)dz+ [ F(z)dz+ [F(z)dz
L, iB ‘z‘ —ir

Re 220

dir. F(z) tek fonksiyon oldugundan

J'F(z)dz = hm j F(z)dz

L, -0 ‘z‘:r
Re 220
yazilabilir. Diger taraftan
2 2
Jim F(z) = lim —2%- %S X2 _ g
20 z—0sin z(z sinz — cos z)
oldugundan
[F(z)dz =0 (49)
L]

16
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elde edilir. Ayrica z=u+iv olmak iizere |z| in bilyiik degerleri ve u >0 igin

[F(z)| < e @M

esitsizligi saglanir. Dolayisiyla S dikddrtgeninin alt ve {ist kenarlar1 olan L, ve L, iizerindeki

IF(z)dz ve IF(z)dz integralleri i¢in
L, L,

lim [F(z)dz= lim [F(z)dz=0 (50)
B—)ooL2 Bow L,

bulunur. (48),(49) ve (50) den
A +ico
[F2ydz= [  F(z)dz

L A, —io©
elde edilir.
(47) formiilinden ve Yardimci Teorem 3 ten

m-1
Ta(x)=2)" n?n? cos? nmx + T (x) (51)

n=l

bulunur. Burada

1 A, +io
o)== [ F@dz
2mi , 7
m 190
dir. Trln(x) i sinirlandiralim. [39] ¢aligmasinda ispatlanmig

Oy COSAJH, X = xEcos(n ~Dnx +0(n~") (52)

asimtotik formiiliinden yararlanacagiz. (38), (43), (51) ve (52) formiillerinden

m m-1
‘Trln(x)‘ =3 pnod cos® Ju,x =2 Y n?n? cos® nnx
n=lI n=l
m m-1
=3 [(n —1)°n? + O(n_l)l2cosz(n —Dnx + O(n‘l)]— 2y 0?7’ cos® nnx
n=l n=l
m
=Y. 0(n)| < constm? (53)
n=l|
elde edilir.

Teorem 3: q(x) fonksiyonu 1. ve 2. kosullarini sagliyorsa

lim MY, = —[q7(0) + "(n)]
m—>o0 8

dir.
Ispat: (43), (44) ve (51) formiillerinden

17
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1 1 m-1
M}, =2[q(x) Ty, (x)dx =2 q(x){Z 3 n?n? cos? nrx + T,ln(x)}dx

0 0 n=l1

m-1 1 1
=43 {nzrtz_“q(x)cos2 nnx dx} + 2Iq(x)TI11](X)dx (54)
n=1 0

0

elde edilir. T (x) igin

const

m 5 XE[O,l)

[Tho] <
esitsizligi ispatlanabilir Ayrica varsayim geregi q(1) = q'(1) =0 oldugundan

|q(x)| < const(x — l)2

dir. (53) ten ve bu son iki esitsizlikten yararlanarak

1 1-m™ 1
[aeoThdx|< | |q(x)”Tr1n(x)‘dx+ | |q(x)|‘TI§1(x)}dx <constm™
0 0 l-m~3
1
lim [q(x)Ty,(x)dx =0 (55)
m-—o0 0
bulunur.

q(x) fonksiyonu 1. ve 2. kosullarin sagladigindan

Z nznzjq(x)cos nnxdx = 5 Z nznzjq(x)[1+cos2nnx]dx

n=1 0 n=l
2 m
== 3n J'q(x) cos2nmx dx
2 n=1 0
™ m
:lz 252 9 )sm2m'cx —qu'(X)Sinznnde
24 onmw 0 2nrc0

1 & T

=—> nnj'q'(x) sin2nmx dx
4 n=1 0

1

i [ q(x )c0s2nnx

+—qu (x)cos2nmx dx
o 2nm

1 m 1
:_gz jq”(x)cosZm‘chx
0

= 162 J.q (X)cosnxdx——Z( n" Iq"(x)cosnxdx

n=l (

18
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2m T
- _L zﬁCOS(n.O)Iq”(x)«/Ecosnx dx —
32,5 0
1 2m T
_ Zﬁcos nrcj' q”(x)ﬁcosnx dx
3225 0

dir. Bu esitligin sag tarafindaki toplamlar q"(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda {cosnx}fzo

fonksiyonlarma gore Fourier serisinin kismi toplamlarinin 0 ve 1 noktalarindaki degerleridir.
Buna gore

m n
lim annzfq(x) cos? nmxdx = —%[q"(o) +q'(D)]

m—>o0 7 0

dir. (54), (55) formiillerinden ve bu son esitlikten

tim M}, = -[q(0) +¢'()

m—>o0
bulunur.
Teorem 4: 1. ve 2. kosullar saglandig takdirde

f{ﬁ 223 Resha (QR%)J‘]} SRAULSLL)
n=1 j=2 A=k, 8
dir.

Ispat: Once A nin biiyiik degerleri igin |h| =b,, ¢emberi lizerinde ”Rg“ 1 sinirlandiralim. Rg n

ozdegerleri {(un —k)_l }:=1 dir. n<m ise

1 1
lia =2 > g =2 = | = e+ “m* z (bt~ )
n>m ise
1 1
|“n - }“| = 5(2“n “HMm+l — H’m)2 E(“n - “m)
dir. Ayrica (38) den
=’ (m-1>+0(n™") (56)
elde edilir. Dolayisiyla
|pn—klZ%(nzmz—l—nz(m—l)2—1)> m, (n<m) 57
| =2 = %(nz(n—l)z —1-7*(m—-1)° —1)> n’>-m?, (n>m) (58)

2

|pn—k|>(m+1)2—m >m (n>m)

olur. Boylece

(pn - k)_l‘ <m™! (n=12,---) vebunedenle
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[RS[[ <, (P =) (59)
dir. Benzer sekilde
”RK“ <constm™, () =by) (60)

oldugu gosterilebilir.

Bu kez de |7\.| =b,, cemberi iizerinde “Rg ) yi simurlandiralim. (57) ve (58) den
Oy

yararlanarak

& 1 a 1 & 1
ZRY) = +
Gl(H) nZ::l * n= 1|7L “n| r12::1|7"—”n| n:zm:+1|7‘_“n|

X 1 1 % dx
<1+ Y 2—1+{ 2+]' 5 2}

2
n=m+1 0~ —M (m+D)*-m” .y x"-m

=1+

1 1
+—In(Cm+1)<2 61
2m+1 2m ( ) D)

bulunur. (42), (56), (59) ve (61) den

MJ‘_—_ x‘ R J]dx = x“ ROJ“ an
b= 1 Bllokerlal<5 1 pford], ol

[A=bn, b,

. i—1
< [ plieP[RY R

|d7»| < const m*m~GD
pa) e,

o, (H)
= const m>J,

lim M}, =0, j>6 (62)

m—>o0

elde edilir. Benzer sekilde (56), (60) ve (61) den

lim [ 2t lR;L(QR(;)L)N” de =0, N>6 (63)

bulunur. (41), (42), (62), (63) ten ve Teorem 3 ten

2{7»2 T 22( it RCS[%U(QRA)J]} %[CI"(O)Jrq"(TE)] (64)
n=l
elde edilir.

(64) formiiliiniin sol tarafindaki serinin toplamina (36), (37) sinir deger probleminin 2. diizenli izi
denir.
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