
 
 

 1

                                    
Invited Review Paper / Çağrılı Derleme Makalesi 

REGULARIZED TRACES OF DIFFERENTIAL OPERATORS 
 
 
Mehmet BAYRAMOĞLU*1 , Ehliman ADIGÜZELOV 2 
 
1Yıldız Teknik Üniversitesi, Kimya-Metalurji Fakültesi, Matematik Mühendisliği Böl., Davutpaşa-İSTANBUL 
2Yıldız Teknik Üniversitesi, Fen-Edebiyat Fakültesi, Matematik Bölümü, Davutpaşa-İSTANBUL 
 
Geliş/Received: 15.04.2005     
 
 
ABSTRACT 
 
This is a survey article with three parts about the scientific works done on regularized trace which are the 
generalization of trace formulas of matrices and nuclear operators for differential operators. Here the ssecond 
part is about [32] and the third part is about [33]. 
Keywords: Hilbert space, Nuclear operator, Eigenvalue, Spectrum, Adjoint operator, Trace of matrix, 
Regularized trace. 
MSC number / numarası: 34L10, 34L40 
 
DİFERANSİYEL OPERATÖRLERİN DÜZENLİ  İZLERİ 
 
ÖZET 
 
Bu çalışma matrislerin ve çekirdek operatörlerin izi kavramının diferansiyel operatörler için genelleştirilmesi 
olan düzenli iz konusunda yapılan bilimsel çalışmalarla ilgili bir derleme makalesi olup üç kısımdan 
oluşmaktadır. 2. kısımda [32] ve 3. kısımda [33] çalışmaları yer almaktadır. 
Anahtar Sözcükler: Hilbert uzayı, Çekirdek operatör, Özdeğer, Spektrum, Kendine eş operatör, Matris izi, 
Düzenli iz. 
 
 
1. GİRİŞ 
 
Bir n

1j,iij)a(A ==   matrisinin Atr  ( Atr = trace A ) izi  
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olarak tanımlanır.  A,,, n21 λλλ …  matrisinin  
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karakteristik denkleminin çözümleri olsun. Burada her çözüm kendi katlılık sayısı kadar 
yazılmıştır. Söz konusu çözümler A matrisinin özdeğerleridir. Bilindiği gibi  
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n21Atr λ++λ+λ= …                                                                                                                  (1)  
 

dir. 
 

H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı ve )H(∞σ  H den H ye tüm tam sürekli 

operatörlerin kümesi olsun. )H(A ∞σ∈  ise AA*  kendine eş negatif olmayan bir operatördür ve 

)H()AA( 2
1

*
∞σ∈ , [1]. Bu operatörün sıfırdan farklı özdeğerleri 

)k0(sss k21 ∞≤≤≥≥≥ … olsun. Burada her özdeğer kendi katlılık sayısı kadar yazılmıştır. 

2
1

* )AA(  negatif olmayan bir operatör olduğundan k21 s,,s,s … pozitif sayılardır. Bu sayılara A 
operatörünün s sayıları denir. ∞<k  ise ",2k,1kj;0s j ++==  kabul edilir. A nın s sayıları 

bazen ),2,1j()A(s j "=  şeklinde de yazılabilir. A)A(s1 =  olduğunu belirtelim. A normal 
operatör ise  

)k,,2,1j()A()A(s jj "=λ=  
 
 

dır, [1]. Burada )A()A()A( k21 λ≥≥λ≥λ …  , A operatörünün sıfırdan farklı özdeğerleridir. s 
sayıları 
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koşulunu sağlayan tüm )H(A ∞σ∈ operatörlerinin kümesi pσ  ya da )H(pσ  simgesiyle 

gösterilir. )1p(p ≥σ  
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fonksiyonu ile ayrılabilir bir Banach uzayıdır, [1]. )H(1σ  uzayına ait olan bir başka deyişle s 

sayıları ∞<∑
∞

=1j
j )A(s  koşulunu sağlayan )H(A ∞σ∈ operatörüne çekirdek operatörü denir. 

 
 

)H(A pσ∈  ve )H(BT∈  ise )H(TA AT, pσ∈  ve  
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dır. 

A bir çekirdek operatörü ise her { } He
1j ⊂∞  ortonormal tabanı için ∑

∞

=1j
jj )e,Ae(  serisi 

yakınsaktır ve bu serinin toplamı { }∞
1je  tabanının seçimine bağlı değildir, [1]. Söz konusu serinin 

toplamına A operatörünün matris izi denir ve tr A ile gösterilir. tr A  için 
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1j
j )A(Atr                                                                                                                             (2) 

 
 

formülünün sağlandığı bilinmektedir, [1]. Burada her jλ  özdeğeri kendi cebirsel katlılığı kadar 

toplanmıştır. )A(υ  sıfırdan farklı özdeğerlerin cebirsel katlılıklarının toplamıdır. 
Diferansiyel operatörlerin düzenli izi matrislerin ve çekirdek operatörlerinin  izlerinin 

genelleştirilmesi olarak kabul edilebilir. Skaler diferansiyel operatörlerin düzenli izi ile ilgili 
araştırmalar ilk olarak [2] çalışması ile başlamıştır. Bu çalışmada [ ]π,0)x(q  aralığında tanımlı, 
reel değerli ve sürekli türeve sahip olan bir fonksiyon ve h, H herhangi reel sabitler olmak  üzere 
 
 

[ ] 0)x(y)x(q)x(y =λ−+′′−                                                                                                            (3) 
0)(Hy)(y,0)0(hy)0(y =π+π′=−′                                                                                            (4) 

 
 

regüler Sturm-Liouville problemi göz önüne alınmıştır. Bu problemin "… ,,,, n21 λλλ  
özdeğerleri için  
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asimtotik formülünün  sağlandığı bilinmektedir. Burada  
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dır. Görüldüğü gibi  ∑
∞

=
λ

1n
n  serisi ıraksaktır. Dolayısıyla matrisler ve çekirdek operatörleri için 

sağlanan (1) ve (2) iz formülleri (3), (4) problemi için söz konusu değildir. Bununla birlikte (3), 
(4) problemi için farklı bir iz kavramı verilebilir. Bunun için [2] çalışmasında (3) denkleminin 
yanı sıra  
 
 

0)x(y)x(y =µ−′′−                                                                                                                         (7) 
 
 

denklemi de göz önüne alınmıştır. "… ,,,, n21 µµµ  (7), (4) probleminin özdeğerleri ise (5) ve 
(6) formüllerinden  

∫
π

=
0

0dt)t(q  

 

koşulu sağlandığı takdirde ( )∑
∞

=
µ−λ

1n
nn   serisinin yakınsak olduğu görülmektedir. Söz konusu 

serinin toplamına (3), (4) Sturm-Liouville probleminin düzenli izi denir. [2] çalışmasında 
 
 

( ) [ ] hH)(q)0(q
4
1

1n
nn +π+=µ−λ∑

∞
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şeklinde bir düzenli iz formülü bulunmuştur. 
[2] çalışmasından sonra [2]-[19] çalışmalarında ve birçok başka çalışmalarda çeşitli 

skaler diferansiyel operatörlerin düzenli izleri incelenmiştir. 
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Operatör katsayılı diferansiyel operatörlerin düzenli izleri [20]-[37] çalışmalarında 
incelenmiştir. 
 
2. SINIRLI OPERATÖR KATSAYILI VE TEKİLLİĞE SAHİP OLAN STURM-
LIOUVILLE OPERATÖRÜNÜN DÜZENLİ İZİ HAKKINDA 
 
H sonsuz boyutlu ayrılabilir bir Hilbert uzayı olmak üzere ( )[ ]1,0;HLH 21 =  Hilbert uzayında  
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diferansiyel ifadeleri ve aynı  
 
 

⎟
⎠

⎞
⎢⎣

⎡∈υ==
−υ

→
1,

2
1;0)1(y,0x)x(ylim 2

1

0x
   iken 

 

[ )∞∈υ= ,1;0)1(y    iken 
 
 

sınır koşulları ile oluşturulan kendine eş operatörler sırasıyla 0L ve L olsun. 

1H  uzayında normu 
1H⋅  ile gösterelim ve Q(x) operatör fonksiyonunun aşağıdaki  

koşulları sağladığını varsayalım: 
 
 

1. Q(x) ]1,0[  aralığında ikinci mertebeden zayıf türeve sahiptir ve her [ ]1,0x ∈  için 

)2,1,0j(HH:)x(Q )j( =→   kendine eş çekirdek operatördür; 

2. ( )2
m

2
1m

mH kkmin
2
1)x(Q

1
−< + . Burada "<<< 21 kk0  ile )x(Jυ  Bessel 

fonksiyonunu sıfırları gösterilmiştir; 

3. H uzayında ∞<ϕ∑
∞

= 1H
1n

)x(Q  olacak şekilde bir { }∞ϕ 1n  ortonormal tabanı vardır; 

4. )2,1,0j()x(Q
)H(

)j(

1

=
σ

 fonksiyonları [ ]1,0  aralığında sınırlı ve ölçülebilirdir; 

5. tr Q(x) fonksiyonu [ ]η,0  aralığında sürekli olacak ve ( )η,0  aralığında sonlu türeve 
sahip olacak şekilde ( )1,0∈η  sabiti vardır. 

 
 

0L  operatörünün spektrumu { }∞=1m
2
mk  kümesidir. Bu kümenin her noktası katlılığı 

sonsuz olan bir özdeğerdir. 2
mk  özdeğerine karşılık gelen ortonormal   özvektörler  

 
 

( ) ",2,1n;)k(J)xk(Jx2)x( n
1

m1m
0
mn =ϕ=ψ −

+υυ  
 

şeklindedir. 0Rλ  ve λR sırasıyla 0L ve L operatörlerinin rezolventleri olsun. 
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Yardımcı Teorem 1: Q(x) operatör fonksiyonu 3. koşulunu sağlıyorsa her )L( 0ρ∈λ  için 

)H(QR 11
0 σ∈λ .  

 

İspat: 0L operatörünün ortonormal özvektörleri 1H  uzayında ortonormal bir taban olduğundan    

ispat için ∑ ∑
∞

=

∞

=
λψ

1m H1n

0
mn

0

1

QR dizisinin yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir, [1]. 

 

∑ ∑∑ ∑
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dir. z  in büyük değerleri için sağlanan 
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formülünden yararlanarak kolayca görülebilir ki  
 
 

[ ) )Nm;,0x(.const
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υ                                                             (9) 

 
dır. (8) ve (9) dan  
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elde edilir. ∞→m  iken  
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olduğundan (10) dan 
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∞

=
λ ϕ≤ψ
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bulunur. Burada υλ,C  sadece λ  ve υ  ye bağlı olan pozitif bir sabittir. ∑
∞

=
ϕ

1m
Hn

1
Q  serisinin 

yakınsak olduğu göz önüne alınırsa son eşitsizlikten  
 
 

∞<ψ∑ ∑
∞

=
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=
λ

1m 1n H
0
mn

0

1

QR  
 

elde edilir. 
Teorem 1: Q(x) operatör fonksiyonu 2.ve 3. koşullarını sağlıyorsa 
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1) L operatörünün spektrumu ayrık    
 
 

    
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

1m
H

2
mH

2
m

11
Qk,Qk  

 

aralıklarının birleşiminin  bir alt kümesidir; 

2) L operatörünün spektrumunun esas kısmı { }∞=1m
2
mk kümesidir. 

İspat: 1) R∈λ \ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

∞

= 11 H
2
mH

2
m

1m
Qk,Qk∪  ise 

                      1RQQR
111 H

0
HH

0 <≤ λλ                                                                                   (11) 
 

dir. (11) den )H(B)H(B:A 11 →  
 

00 TQRR)T(A λλ −=  
 
 

tasvirinin bir büzülme tasviri olduğu elde edilir. Dolayısıyla  
 
 

TTQRR 00 =− λλ  
 
 

denkleminin )H(B 1  uzayına ait olan bir tek çözümü vardır. Öte yandan λλλλ =− RQRRR 00  

olduğundan )L(ρ∈λ  dir. Sonuç olarak L operatörünün spektrumu ayrık 
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

1m
H

2
mH

2
m

11
Qk,Qk  aralıklarının birleşiminin bir alt kümesidir:  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−⊂σ

∞

= 11 H
2
mH

2
m

1m
Qk,Qk)L( ∪ . Teoremin birinci kısmı ispatlanmıştır. 

2) Yardımcı Teorem 1 den ve 00 QRRRR λλλλ −=  formülünden )H(RR 11
0 σ∈− λλ  elde edilir. 

Bu durumda 0L ve L operatörlerinin spektrumlarının esas kısımlarının aynı oldukları 

bilinmektedir, [38]. Öte yandan 0L operatörünün { }∞=1m
2
mk  spektrumunun sadece esas kısımdan 

oluştuğu göz önüne alınırsa L operatörünün spektrumunun esas kısmının { }∞=1m
2
mk  kümesi olduğu 

ortaya çıkar. 
 
 

Teorem 1 den aşağıdakiler elde edilir: 

a) L operatörünün spektrumunun { }∞=1m
2
mk  kümesine ait olmayan her noktası katlılığı 

sonlu olan ayrık bir özdeğerdir; 
b) 2

mk  sayısı L operatörünün katlılığı sonlu ya da sonsuz olan bir özdeğeri olabilir; 

c) { }∞=λ 1nmn  L operatörünün ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

11 H
2
mH

2
m Qk,Qk  aralığına ait olan özdeğerleri 

olmak üzere   
 

2
mmn

n
klim =λ

∞→
  

 

        dir. 
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{ }∞ =ψ 1n,mmn  L operatörünün { }∞ =λ 1n,mmn  özdeğerlerine karşılık gelen ortonormal 

özvektörleri ve  
 
 

( ) { }0H
2
pp

2
m

2
1m

m
1

0
1

Qk:Cr,Qkkmin2 ε+=−λ∈λ=−−=ε +
−  

 
 

( ) ( ) mnHmnmn
0
mnH

0
mn

0
mn 11

,B,,B ψψ•=ψψ•=  
 
 

)1,1r(BL,BkL
0mn

1n
mn

r
mn

)r(
m

1n

0
mn

r2
m

)r(
m0 −=λ== ∑∑

∞

=

∞

=
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olsun. 

Yardımcı Teorem 2: 2. ve 3. koşulları sağlanıyorsa ( ) ",2,1p;k
1n

2
ppn =−λ∑

∞

=
 serileri mutlak 

yakınsaktır. 
İspat: 0RR λλ − operatörü için 
 
 

∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=
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−

λ−λ
=−
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2
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0
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1m1n mn
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0

k
BBRR                                                                              (12) 

 
 

formülü sağlanır. 0L operatörünün her )pm(k2
m ≠  özdeğerinin ve L operatörünün her 

),2,1n;pm(mn "=≠λ  özdeğerinin pr  çemberinin dışında olduğu göz önüne alınırsa (12) den  
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1BdRR
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1
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)1(
p

)1(
p0 LL −=                                                                             (13) 

 
 

elde edilir. Kolayca gösterilebilir ki 0RR λλ −  operatör fonksiyonu )L(ρ  bölgesinde )H( 11σ  
uzayındaki norma göre analitiktir. O halde (13) ten  
 
      

",2,1p);H(LL 11
)1(

p
)1(
p0 =σ∈−                                                                                (14) 

 
 

bulunur. Benzer şekilde 
 
 

",2,1p);H(LL 11
)1(

p0
)1(

p =σ∈− −−                                                                              (15) 
 
 

olduğu gösterilebilir. 
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L operatörü sadece sonlu sayıda pozitif olmayan özdeğere sahip olduğundan ispat için 

( )∑
∞

=
>λ

−λ

0pn
1n

2
ppn k  serisinin yakınsak olduğunu göstermek yeterlidir. Dolayısıyla aşağıda 0pn >λ  

olduğunu kabul edeceğiz. ( ) { }r2
p

)r(
p0 k,0L =σ  olduğundan 

 
 

( ) ( ) ;,L,,Lk
11 Hpnpn
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p

r
pnHpnpn
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( ) ( )( ) ( )( )∑ ∑∑∑
∞

=

∞

=
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p

n
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1
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)H(

)r(
p0

)r(
p
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σ

−≤                                (16) 
 

dır. (14), (15) ve (16) dan  
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>λ r2

pkr
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n
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p kkconstk
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                   ( ) ∞<−λ= ∑
−<−λ

−−

2
pk1
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n

2
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1
pn kconst                                                            (18) 

 
 

elde edilir. (17) ve (18) den  
 

∑
∞

=
=∞<−λ

1n

2
ppn ,2,1p;k "  

 

bulunur.   
Her )L()L( 0ρ∩ρ∈λ  için )H(RR 11

0 σ∈− λλ  olduğundan (5) formülünden ve 
Yardımcı Teorem 2 den yararlanarak  
 
 

( )0
2

1 1

1 1
m n mn m

tr R R
kλ λ λ λ λ

∞ ∞

= =

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

− −⎝ ⎠
∑∑  

 
 

elde edilir. Buradan ( )2
p

2
1p

1
p kk2b −= +

−  olmak üzere 
 
 

( ) ( )∑ ∑∫
=

∞

==λ
λλ λ−=λ−λ

π

p

1m 1n
mn

2
m

b

0 kdRRtr
i2

1

p

                                                                      (19) 

 
 

bulunur. 00 QRRRR λλλλ −=  formülünden  
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1N01Nj00
N

1j

j0 )QR(R)1()QR(R)1(RR +
λλ

+
λλ

=
λλ −+−=− ∑  

 
 

elde edilir. Burada N herhangi bir doğal sabittir. (19) dan ve son eşitlikten  
 
 

( ) [ ] λλπ−+=−λ ∫∑∑ ∑
=λ

+
λλ

−

==

∞

=
d)QR(Rtr)i2()1(Mk

pb

1N01N
N

1j

j
p

p

1m 1n

2
mmn                                      (20) 

 
 

bulunur. Burada  
 

[ ] λλ
π

−
= ∫

=λ
λλ

+
d)QR(Rtr

i2
)1(M

pb

j00
1j

j
p  

 

dır. Kolayca gösterilebilir ki 
 
 

[ ] λπ−= ∫
=λ

λ
− d)QR(tr)ij2()1(M

pb

j01jj
p                                                                                          (21) 

 
 

dır. 5. koşulu sağlandığı takdirde [40] çalışmasında yapılanlara benzer şekilde 
 
 

[ ])1(Qtr)0(Qtr2
4
1dx)x(Qtr

4
12dx)x(QtrpMlim

1

0

1

0

1
p

p
+υ−

+υ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
− ∫∫

∞→
                                  (22) 

 
 

formülünün sağlandığı gösterilebilir. 
 
Aşağıdaki eşitliklerin sağlandığını gösterelim:  
 

",4,3,2j;0Mlim j
p

p
==

∞→
                                                                                                          (23) 

 
 

Bunu önce j = 2 için yapalım. (21) formülünden yararlanarak 
 
 

( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑ ∫∫
∞

=

∞

= =λ
λ

−

=λ
λ

− λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψψπ=λπ=

1m 1n b H

0
mn

0
mn

201

b

2012
p

p 1p

d,QRi4dQRtri4M  

 

( ) ∫∑ ∑ ∑ ∑
=λ

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

− λ
−λ−λ

ψψπ=
p 11 1

111
b

2
m

2
m1m 1n 1m 1n

2
H

0
nm

0
mn

1 d
)k)(k(

1),Q(i4                          (24) 

 
 

elde edilir. Burada pm,m 1 <   yani p
2
m

2
m bk,k

1
<  için 

 
 

0d
)k)(k(

1

p 1b
2
m

2
m

=λ
−λ−λ

∫
=λ

 

 
 

olduğu görülmektedir. Bu eşitliğin pm,m 1 >  için de sağlandığı göz önüne alınırsa (24) ten 
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( )

2
Hmnnm

1n1m1pm 1n

12
p

2
m

1

2
H

0
nm

0
mn

p

1m 1n 1pm 1n

12
m

2
m

1

b
2
m

2
m

p

1m 1n 1pm 1n

2
H

0
nm

0
mn

22
p

111
1 1

1

111
1 1

1

p 11 1
111

),Q()kk(2

),Q()kk(2

d
)k)(k(

1),Q(i4M

ψψ−≤

ψψ−=

λ
−λ−λ

ψψπ=

∑∑∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∫∑ ∑ ∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

+=

∞

=

−−

=

∞

=

∞

+=

∞

=

−−

=λ=

∞

=

∞

+=

∞

=

−

 

 
 
 

∑∑
∞

=

∞

+=

−− ψ−=
1n

2

Hnm
1pm

12
pm

1

1 1
11

1
1

Q)kk(2                                                         (25) 

 
 

bulunur. (9) dan ve Q(x) in 2. koşulunu sağlamasından yararlanarak 
 
 

dx
)k(J

)xk(Jx2)x(QQ
2

n
m1

m

1n

1

01n

2

H
0
mn

1

ϕ=ψ
+υ

υ
∞

=

∞

=
∑ ∫∑  

 
 

                 constdx)x(Qconst
2

n
1n

1

0
≤ϕ≤ ∑ ∫

∞

=
                                                    (26) 

 
 

elde edilir. (25) ve (26) dan 
 
 

∑∑
∞

+=

−
∞

+=

− −≤−≤
1pm

122

1pm

12
p

2
m

2
p )pm(const)kk(constM  

 
 

bulunur. Kolayca gösterilebilir ki  
 
 

2

1pm

122 p2)pm( −
∞

+=

− <−∑                                                                                                                (27) 

 
 

dır. Son iki bağıntıdan  
 

0Mlim 2
p

p
=

∞→
 

 
 

elde edilir. Buna benzer şekilde 0Mlim 3
p

p
=

∞→
 olduğu ispatlanabilir.  

[1] de ispatlanmış 
 

∑ ∑
∞

=

∞

=
λ

σ
λ ψ≤

1m 1n H
0
mn

0
)H(

0

111

QRQR  
 
 

eşitsizliğinden ve 3. koşulundan yararlanarak (10) dan pb=λ   için 
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−+−+=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
λ−+−λ≤λ−≤

+

∞

+=

−

=
+

−
∞

+=

−

=

−
∞

=σ
λ

∑∑

∑∑∑

)kkk2()k2kk(const

)k()k(const)k(constQR

2
1p

2
p

1pm

2
m

1
p

1m

2
m

2
1p

2
p

1

1pm

2
m

1
p

1m

2
m

1

1m

2
m)H(

0

11

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−≤ −

∞

+=
+ ∑ 12

p
1pm

2
m

2
p

2
1p )kk()kk(pconst                                                 (28) 

 
 

bulunur. 222
p

2
m pmconstkk −≥−  olduğu göz önüne alınırsa (27) ve(28) den 

 
 

)b(const)pm(1constQR p
122

1pm)H(
0

11

=λ≤
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+≤ −

∞

+=σ
λ ∑                                (29) 

 
 

elde edilir. Ayrıca  
 
 

)b(pconstR p
1

H
0

1

=λ≤ −
λ                                                       (30) 

 
 

olduğu gösterilebilir. (21), (29) ve (30) dan yararlanarak 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ∫

∫

∫∫

=λ

−
λ

−

σ
λ

−

=λ

−
λ

σ
λ

−

=λ σ
λ

−

=λ
λ

−

λπ≤

λπ≤

λπ≤λ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡π=

p
1111

p 111

p
11

p

b

1j

H
01j

H)H(
01

b H

1j0
)H(

01

b )H(
j01

b

j01j
p

dRQQRj2

dQRQRj2

d)QR(j2dQRtrj2M

 

                                     j3)1(
j

)1j(
pj pcpbc −−− ≤≤                                         (31) 

 
 

bulunur. Burada jc  ve )1(
jc  sadece j ye bağlı olan pozitif sabitlerdir. (31) den         

 
 

",5,4j;0Mlim j
p

p
==

∞→
 

 
 

elde edilir. Böylece (23) formülü ispatlanmış oldu. 
 
 

),2,1n,m(constk2
mmn "=≤−λ  olduğu göz önüne alınırsa (30) dan  

 
 

)b(pconstR p
1

H1
=λ≤ −

λ                                                                                             (32) 
 
 

bulunur. (29), (30) ve (32) den yararlanarak  
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[ ]

N3

)1N(2
p

b )H(
0

H
N0

p

b )H(
1N0

b

1N0

pconst

pbconst

dQR)QR(Rb

d)QR(Rd)QR(Rtr

p
111

p
11

p

−

+−

=λ σ
λλλ

=λ σ

+
λλ

=λ

+
λλ

≤

≤

λ≤

λλ≤λλ

∫

∫∫

 

 

elde edilir. Buradan 
 
 

[ ] ",5,4N;0d)QR(Rtrlim
pb

1N0
p

==λλ∫
=λ

+
λλ

∞→
                                                    (33) 

 
 

olduğu görülmektedir. 
 
(20) formülünden 
 
 

++
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−λ ∑∫∑ ∑ ∫

==

∞

=

N

2j

j
p

1

0

1
p

p

1m 1n

1

0

2
mmn Mdx)x(QtrpMdx)x(Qtr)k(  

 
 
 

λ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡λ

π
−

+ ∫
=λ

λλ
+

dQR(Rtr
i2

)1(

p

1N

b

)0
N

                       (34)                               

 
 

bulunur. (22), (23), (33) ve (34) ten  
 
 

[ ])1(Qtr)0(Qtr2
4
1dx)x(Qtr

4
12dx)x(Qtr)k(

1

0

p

1m 1n

1

0

2
mmn +−

+υ
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−−λ ∫∑ ∑ ∫

=

∞

=
                         (35) 

 
 

elde edilir. Bu formülün birinci tarafındaki toplama L operatörünün düzenli izi adının verilmesi 
doğaldır. Böylece aşağıdaki teorem ispatlanmış oldu: 
Teorem 2: Q(x) operatör fonksiyonu 1., 2., 3.,4., ve 5. koşullarını sağlıyorsa L operatörünün 
düzenli izi için (35) formülü sağlanır. 
 
3. SINIR KOŞULUNDA SPEKTRAL PARAMETRE BULUNAN STURM-LIOUVILLE 
PROBLEMİNİN İKİNCİ DÜZENLİ İZİ İÇİN FORMÜL 
 
Bu kısımda  
 
 

)1x0(yy)x(qy]y[ ≤≤λ=+′′−=A                                                                                         (36) 
 
 

⎭
⎬
⎫

′λ=−
=′

)1(y)1(y
0)0(y

                                                                                                                            (37) 
 
 

sınır değer probleminin 2. düzenli izi için formül verilmiştir. (36) ifadesinde yer alan q(x) 
fonksiyonunun aşağıdaki koşulları sağladığı varsayılmıştır:  
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1. q(x), [ ]1,0  aralığında reel değerli, 3. mertebeden sürekli türeve sahip olan bir 
fonksiyondur ve 0)0(q)1(q)1(q =′=′= , 

2. ∫ =
1

0

0dx)x(q  

  
  

H ile [ ]1,0L2  ve C (C kompleks sayılar kümesidir) Hilbert uzaylarının direkt toplamını 
gösterelim: 

 

[ ] C1,0LH 2 ⊕=  
 
 

H nin herhangi iki ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1
F

)x(F
F  ve [ ] )CG,F;1,0L)x(G),x(F(

G
)x(G

G 22211
2

1 ∈∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=   

elemanlarının iç çarpımını 
 

∫ +=
1

0
2211 GFdx)x(G)x(F)G,F(  

 
 

şeklinde tanımlayalım. H bir Hilbert uzayıdır. 
 
 

[ ]{ 1,0)x(F),x(F:HF)L(D 11
′∈=  aralığında mutlak sürekli fonksiyonlardır,  

 
 

[ ] [ ] 0)0(F,1,0LF 121 =′∈A  ve })1(FF 12
′=   

 
 

olmak üzere D(L) den H ye 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
)1(F

]F[
]F[L

1

1A
 

 
 

operatörü (36), (37) problemine karşılık kendine eş bir operatördür. Söz konusu problem L 
operatörünün yardımıyla 

 

F)F(L λ=  
 
 

şeklinde yazılabilir. Görüldüğü gibi (36), (37) probleminin spektrumu ile L operatörünün 
spektrumu çakışırlar. 0)x(q ≡  olduğu halde (36), (37) problemine yukarıda oluşturduğumuz 
şekilde karşılık gelen kendine eş operatörü 0L  ile göstereceğiz. 

L ve 0L  operatörleri alttan sınırlı ve spektrumları saf ayrıktır, [34]. 
"" <λ<<λ<λ n21  ve "" <µ<<µ<µ n21  sırasıyla L ve 0L  operatörlerinin özdeğerleri 

olsun. [39] çalışmasından  
 
 

)n(O)1n( 2
n

−+−π=λ                                                                                                              (38) 
 
 

asimtotik formülünün sağlandığı ve kendine eş L operatörünün özfonksiyonlarından oluşan tam 
ortonormal bir dizinin var olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla λR  ve 0Rλ  sırasıyla L ve 0L  

operatörlerinin rezolventleri olmak üzere her )L(ρ∈λ  ve )L( 0ρ∈µ  için λR , 0Rµ   H den H ye 

çekirdek operatörleridir: λR , )H(R 11
0 σ∈µ . Buna göre 
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( ) ∑
∞

=
λλ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ−µ

−
λ−λ

=
1n nn

0 11R,Rtr  

 

dır. Bu eşitliğin her iki tarafını 
i2

2

π
λ  ifadesi ile çarpıp, m yi istenildiği kadar büyük doğal sayı 

kabul ederek )(
2
1b m1mm µ+µ==λ +  çemberi üzerinde integre edersek 

 
 

( ) ∑∑∫∫
=

∞

==λ
λλ

=λ

λ−µ=λ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
λ−µ

−
λ−λ

λ
π

=λλ
π

m

1n

2
n

2
n

1n nnb

20

b

2 )(d11
i2

1dR,Rtr
i2

1

mm

             (39) 

 
 

elde edilir. 
 

L ve 0L  operatörleri arasında  
 

QLL 0 +=  
 

şeklinde bir bağıntı vardır. Burada Q ile  
 
 

HF,
0

)x(F)x(q
QF 1 ∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

 

gösterilmiştir. 
 
 

00 QRRRR λλλλ −=  formülünden  
 
 

1N01Nj00
N

1j

j0 )QR(R)1()QR(R)1(RR +
λλ

+
λλ

=
λλ −+−=− ∑                                                              (40) 

 
 

bulunur. Bu eşitlikte N herhangi bir doğal sayıdır. (39) ve (40) dan 
 
 

[ ]∑ ∫∑
= =λ

+
λλ

=

λλ
π

−
+=µ−λ

N

1j b

1N02
N

j
m

m

1n

2
n

2
n d)QR(Rtr

i2
)1(M)(

m

                                                    (41) 

 
 

elde edilir. Burada  
 

[ ] λλ
π

−
= ∫

=λ
λλ

+
d)QR(Rtr

i2
)1(M

mb

j002
1j

j
m  

dır.  j
mM  için 

 
 

[ ] λλ
π
−

= ∫
=λ

λ d)QR(tr
ij
)1(M

mb

j0
j

j
m                                                                                               (42) 

 
 

eşitliğinin sağlandığı gösterilebilir. 
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0L  operatörünün { }∞=µ 1nn  özdeğerlerine karşılık galen ortonormal özfonksiyonları 
1

n
2

nn sin312
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µµ+=α   olmak üzere 

 
 

),2,1n(
sin

xcos

nnn

nn
n "=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

µµα

µα
=ψ  

 
 

şeklindedir. { }∞=ψ 1nn  H uzayının ortonormal bir tabanı olduğundan (42) den 1
mM  için 

 
 

dxxcos)x(q2

),Q(2d),Q(
i
1

d),QR(
i
1d)QR(tr

i
1M

1

0
n

22
n

m

1n
n

Hnn
m

1n
n

b n

Hnn

1n

b
Hnn

0

1nb

j01
m

m

mm

∫∑

∑∫∑

∫ ∑∫

µαµ=

ϕψµ=λ
λ−µ
ψψλ

π
−

=

λψψλ
π
−

=λλ
π
−

=

=

==λ

∞

=

=λ
λ

∞

==λ
λ

 

 

elde edilir. 
 
 

xcos)x(T n
22

nn

m

1n
m µαµ=∑

=

                                                                                                     (43) 

 
 

olsun. O zaman 1
mM  

 
 

1
1

0

2 ( ) ( )m mM q x T x dx= ∫                                                                                                                   (44) 
 
 

şeklinde yazılır. 1
m

m
Mlim

∞→
 i hesaplayalım. Bunun için aşağıdaki fonksiyonu göz önüne alalım: 

 

( )zcoszsinzzsin
xzcosz2)z(F 3

22

−
=  

 

F(z) fonksiyonu kompleks düzlemin ),2,1n(z n "=µ=  ve 

),2,1,0k(kz "∓∓∓ =π=  noktalarından başka her noktada analitiktir. Her nz µ=  ve 
kz π= noktası F(z) fonksiyonunun sadece basit tekil noktası olabilir ve 

 
 

xcos)z(FsRe n
2

n
2
n

z n

µµα=
µ=

                                                                                                     (45) 

 
 

xkcosk2)z(FsRe 222
kz

ππ−=
π=

                                                                                                       (46) 
 
 

dır. F(z) fonksiyonu nz µ= ve π= kz  noktasında analitik olduğu halde de bu formüllerin 
sağlandığı açıktır. 
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(38) asimtotik formülünden görüldüğü gibi her Nm ≥  için  
 
 

1mm )
2
1m( +µ<−π<µ  

 
 

olacak şekilde bir N doğal sayısı vardır. Burada B sonsuza giden bir pozitif değişken ve Nm ≥ , 

π⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −=
2
1mAm  olmak üzere tepe noktaları BiA,Bi m ∓∓  olan S dikdörtgeninin Γ  sınırı 

üzerinde F(z) fonksiyonunun integralini hesaplayacağız. Kompleks analizden bilindiği gibi 
 
 

∫ ∑∑
Γ

−

= µ== µ=
+=

π
)z(FsRe)z(FsRedz)z(F

i2
1 1m

1n z

m

1n z nn

 

 
 

dir. (43), (45), (46) formüllerinden ve bu son eşitlikten 
 

∑∫
−

=Γ

ππ+
π

=
1m

1n

222
m xncosn2dz)z(F

i2
1)x(T                                                                                 (47) 

 
 

bulunur. 
Yardımcı Teorem 3: [ ]1,0x ∈  için 

 

∫ ∫
∞+

∞−

=
L

iA

iA

m

m

dz)z(Fdz)z(F  

dir.  
 
 

İspat: 321 L,L,L  ve 4L  yukarıda bahis edilen S dikdörtgeninin kenarları olsun. O takdirde 
 
 

∫ ∫∑
=∞→

=
L L

4

1jB
j

dz)z(Flimdz)z(F                                                                                                        (48) 

 

∫ ∫ ∫∫∫
− −

−=→
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++==

≥
1

0zRe
L

iB

iB

iB

irrz

ir

iB0r
dz)z(Fdz)z(Fdz)z(Flimdz)z(Fdz)z(F  

dir. F(z) tek fonksiyon olduğundan 
 
 

                                            ∫ ∫
≥
=→

=
1

0zRe
L rz0r

dz)z(Flimdz)z(F  

 

yazılabilir. Diğer taraftan  

( ) 0
zcoszsinzzsin

xzcosz2lim)z(Flim 3

22

0z0z
=

−
=

→→
 

olduğundan 
 
 

∫ =
1L

0dz)z(F                                                                                                                                  (49) 
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elde edilir. Ayrıca ivuz +=  olmak üzere z  in büyük değerleri ve 0u ≥  için 
 
 

v)x22(e)z(F −−≤  
 
 

eşitsizliği sağlanır. Dolayısıyla S dikdörtgeninin alt ve üst kenarları olan 2L  ve 4L  üzerindeki 

∫
2L

dz)z(F  ve ∫
4L

dz)z(F  integralleri için  

 
 

0dz)z(Flimdz)z(Flim
42 LBLB

== ∫∫
∞→∞→

                                                                                              (50) 

 
 

bulunur. (48),(49) ve (50) den 

∫ ∫
∞+

∞−

=
L

iA

iA

m

m

dz)z(Fdz)z(F  

elde edilir.  
 

(47) formülünden ve Yardımcı Teorem 3 ten 
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dir. )x(T1
m  i sınırlandıralım. [39] çalışmasında ispatlanmış 
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asimtotik formülünden yararlanacağız. (38), (43), (51) ve (52) formüllerinden 
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elde edilir. 
Teorem 3: q(x) fonksiyonu 1. ve 2. koşullarını sağlıyorsa 
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8
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m
m
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dir. 
 

İspat: (43), (44) ve (51) formüllerinden 
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elde edilir. )x(T1
m  için  
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dir. (53) ten ve bu son iki eşitsizlikten yararlanarak 
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bulunur. 
 

 q(x) fonksiyonu 1. ve 2. koşullarını sağladığından  
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dir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki toplamlar )x(q ′′  fonksiyonunun [ ]1,0  aralığında { }∞=0nnxcos  
fonksiyonlarına gore Fourier serisinin kısmi toplamlarının 0 ve 1 noktalarındaki değerleridir. 
Buna göre 
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dir.  (54), (55) formüllerinden ve bu son eşitlikten 
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bulunur.  
Teorem 4: 1. ve 2. koşulları sağlandığı takdirde 
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İspat: Önce λ  nın büyük değerleri için mb=λ  çemberi üzerinde 0Rλ  ı sınırlandıralım. 0Rλ  ın 
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elde edilir. Dolayısıyla 
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dir. Benzer şekilde 
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bulunur. (42), (56), (59) ve (61) den 
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elde edilir. Benzer şekilde (56), (60) ve (61) den 
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bulunur.  (41), (42), (62), (63) ten ve Teorem  3 ten  
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elde edilir. 
 
(64) formülünün sol tarafındaki serinin toplamına (36), (37) sınır değer probleminin 2. düzenli izi 
denir. 
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