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CURVILINEAR ASIMPTOTICSOF RULED SURFACES

OZET

Bu calismada bir dogrusal yiizeyin egrisel asmptotik ailesi (izerinde durulmus ve egrisel asmptotik ailesinin
egriliginin sifirdan farkl: bir sabit olamayacag: ispatlanmistir.  Ayrica bulunan egrilik bagintisindan bir
yuzeyin kuvadrik olma kosullar: elde edilmistir.

Anahtar Sozcukler: Dogrusal ylizey, Asmptotik, Kuadratik, Egrilik, Buruima

ABSTRACT

In this work, curvilinear asymptotic family of a ruled surfaceis studied and it is proved that the curvature of
curvilinear asymtotic family can not be a constant which is differing from zero. From that, the condition that a
surface to be a quadric surface is obtained.
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1. GIRIS

Enneper teoremine gore bir yilizeyin asimptotik gizgilerinin burulmasit =+4- K bagintisi ile
verilir. Yizey bir dogrusa yizey ise, boyle bir yiizeyin bir asimptotik ailesinin dogrulardan
olusmasi ve bir dogrunun burulmasinin da tamimsiz olmasi nedeni ile bu teorem sadece egrisdl
asimptotik ailesi icin gegerlidir. Ote yandan bir dogrusa yiizeyin egrisd asimptotik ailesinin
burulmastnin sabit olmast halinde, bu sabitin sifir oldugu, dolayisiyla, Enneper teoremi uyarinca
daacilabilir bir dogrusal yiizey oldugu bilinmektedir [1, 2, 4].

Bu calismada bir dogrusal yiizeyin egrisel asmptotik ailesinin burulmas: ile ilgili olan bu
sonuclarin, ayn ailenin egriligi icin de gegerli oldugu ; yani hi¢ bir dogrusa yiizeyde egrisd
asimptotik ailesinin egriliginin sifirdan farkli bir sabite esit olmayacag: ispat edilmistir. Ayrica bir
egrisel aamptotik ailesinin egriliginin sabit olmasi hainde bu sabitin sifir olacagi gosterilerek;
geodezik egriligi sabit olan bir dogrusal ylzeyin bir kuvadrik olmasi nedeni ile, bir dogrusa
yuzeyin kuvadrik olmakosullarini da elde etmek mimkiin ol mustur.
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2.VBiR E)OGRUSAL YUZEYIiN EGRISEL ASIMPTOTIK AILESIi VE BU AiLENIN
EGRILIGI

3 boyutlu Oklid uzayinda bir dogrusal yiizey, doguran ach verilen bir dogrunun hareketi ile
dogurulan bir yiizey olarak tammlanir. Boyle bir ylizey, T =T (v) doguran dogrultusundaki birim
vektor, r =r(v) yuzey Uzerinde bulunan ve T i dik olarak kesen keyfi bir egri (dogrultman)
olmak Uizere

x(u,v)=r(v)+ uT(v) D
denklemi ile verilir. T =T (v), bir birim kiresel egri olup yiizeyin dogrultman konisini belirler.
Burada v bu kiresel egrinin yay uzunlugudur. O halde

T’(vV)=TEW) =1 , r¢v) xT(v)=0 (T .T¢=0) 2
chr. v = sbt. ler doguranlar: u = sbt. ler de dik yériingeleri gostermektedir. Ote yandan
rexT'=-s , ré =p°+s? 3

ile belirli s =s (v),b =b(v) ye sirasiyla yizeyin bogaz noktasrun apsisi ve dag:!ma
parametres adi verilir [2]. (2) ve (3) denklemleri (1) de kullanilirsa dogrusa yiizeyin 1.ve 2.
esas formun katsayilar: ve Gauss egriligi, sirasiyla

E=1, F=0 , G=(u-s)?*+b? , (++4JEG-F?=w=++/G°g);

@
L=0 , M=-2 | N:i{D(v)[(u-s)2+b2]+(u-s)b¢+bs¢},
w w
LN- M2 _- b2
K=e— — = —__ 5
W W ©)
seklinde elde edilir. Buradaki D(v) fonksiyonu, b * 0 igin
D(v) = r¢xbm::(T,T¢,Ta1) 6)

seklinde tamml1 olup, ylzeyin dogrultman konisini belirler. Clink(, dogrultman koniyi belirleyen
birim kiresel egrinin egriligi ve burulmasi sirasi ile
02 2 0 D¢
k =D"+1 ,t = 3 @)
1+D
verilir [3]. (5) egore K =0 iletaimli agilabilir dogrusa yiizeyler b =0 ile karekterize edilir.
Yukarida bir dogrusal yiizeyin egrisel asimptotik ailesinin burulmasinin sabit olmast
halinde bu sabitin sifir ve dolayisiyla yiizeyin bir acilabilir dogrusal yuzey oldugunu belirtmistik.
Fakat acilabilir yuzeyde her iki asmptotik aile doguranlar Uzerinde gakistigr igin yizey bir
egrise aamptotik aile icermez. Yani egrise bir asimptotik cizgiler ailesi iceren bir dogrusa
yuizeyde bu ailenin burulmasi sabit olamaz.
Burada egrisel asmptotik gizgilerin egrilikleri ileilgili bazi sonuglar elde edecegiz. (4)
den egrisd aamptotik gizgiler ailesinin diferansiyel denklemi

%du+Ndv:0 (G =yu-s)®+b?) (8)

veya
Z=Nx/G=[D[(u-s)?+b?]+b&u-s)+bsqyu-s)>+b? )
olmak lzere
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v¢:%:% ©)
u

seklinde elde edilir. Bu cizgilerin egriligi de, asimptotiklerin k egriligi, k, =g geodezik

egriligineisaret fark: ile esit oldugundan,

g :d—"‘;{dzvdu- d2udv+G2 dud+[2GS - Gy]dudv- G, dv® +
S

(10)
+[G, - 2G] dudv’}
seklinde yazilabilir.
Dogrusa yuzeyimiz igin Christoffel sembolleri
2 2 _ Gy _GGy 2 _ Gy
= = =0 , =— =—= =V
G =G1=G @ e oo GeTos
seklindedir.
Asimptotik gizgilerin denkleminin v =v(u) seklinde oldugu varsayilirsa (9) dan
2 R
V@:d_\Z/:_ ZbZZU +4w19 E
du z elg Z
yazilabilir. Bunagore (10)
3 ) 3 2
g(22+4bzG)2 :4b(b¢23 bz, 2b§u +4bGu +8b GC3;‘-u . 4b G;, (11)
g Z Z 272G 2GZ 2GZ
seklini air.
Ote yandan (9) dan, (4) geregince,
u-s =a (ay=1, a,=-s¢) (12)
olmak Uzere

Z,=2Da+b¢; Z,=D&?+(b¢ 2Ds §a +DO? +2bbO +bs ¢

yazilabilir. Bu degerlerden, (9) ve (12) yardimiyla (11) nin a ya gbre diizenlenmes sonucunda
3

g9(Z2+4b2%G)2 =2b[3b® - 2DbJa* +2b[3b® - 2b b@+4b(b + Ds §Ja +

+2b?[2b(b® - 2D® +3b& ¢- 2bs Ga? +2b°[3b® +4b Ds ¢+4b? - 2bbGa + (13)
+2b“[30& ¢- Db b¢- 2bs ¢ 2b2DG
elde edilir.

Simdi g = sbt. oldugunu varsayalim. Bu taktirde (13) niniki yammnin karesi ainirsa, G

nin (4) deki ve Z nin (8) deki ifadelerinden dolay1, yeni denklem, katsayilar v nin fonksiyonlar
olmak Uzere a(=(u-s)) yagore

Aa¥+AaB+ +Aa+A =0 (14)
0zdegli gine donusur. Bunun da saglanmas: ancak tim katsayilar sifir ise mimkinddr. Buna gére,
A, =9°D®=0 (15)
ve
Ag=g%[(2D%b2 + 2Dbs ¢+ b® +4b2)3 +

+12D%b ®(D?b* + 2Db3s ¢+ b%s € + 4b %) + (16)

+12D% @(2D%b 2 + 2Dbs ¢+ b€ + 4b?)] =0
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olmalidir. (15) geregince gt 0 ise D=0 olur. D =0 olmas: halinde Ag katsayisi

g?(b® +4b?)3=0

seklini alir. Boylece acilabilir yizeyleri konu digi birakmamiz, yani bt 0 varsaymamiz, bizi
g =0 sonucuna goétirir. Boylece asagidaki teorem el de edilmis olur.

Teorem: Acilabilir olmayan bir dogrusd yuzeyde egrisel asimptotik gizgilerin egriligi sabit ise
bu sabit sifir olmak zorundadir.

3. EGRISEL ASIMPTOTIK CizGIiLERI SABIT EGRILIKLi, ACILABILIR OLMAYAN
DOGRUSAL YUZEYLER

Burada yuzeyin agilabilir olmadigim ve egrisdl asmptotiklerinin g = sbt. egrilikli oldugunu
varsayiyoruz. O halde bt 0 ve yukaridaki teorem uyarinca g =0 dir. g =0 oldugundan
egrisel asimptotik cizgiler ailes de dogrulardan olusacak ve yiizey agilabilir olmadigindan bu aile
doguranlar ailesinden farkli olacaktir. Yani yiizey iki kat dogrusa ve dolayisiyla kuvadrik
ol acaktir. Buna gore (13) 6zdesliginden acilabilir olmayan kuvadrikler icin

3b¢D- 2D =0

4bbdD - 3b& ¢+ 2bs €=0 7)

4bs +3b¢ +4b°- 2bb€=0 b1 0
seklinde ede edilir.
(17) sisteminden agil abilir olmayan merkezli kuvadrikler icin(D* 0)
3 3

D=ab2 , st=-2a,b2(b +c) (18)
b® =-4a,%b® - 8aa,’b* +a,b3- 4b?
(8,3, 8y =sbt)
paraboloidier icin de D =0 yazarak veintegra alarak

b

— 0
b_coszv
3
s¢=pbb2 D=0 (19)
(b y=sbt, by* 0)
bulunur.

(17) ile tamml1 kuvadriklerden reel doguranli olan bir parcali hiperboloid ve hiperbolik
paraboloidi ee darak, bu kuvadriklerin eksen uzunluklar: cinsnden degerlerini (18) ve (19) ile
karsilastirip sbz konusu a,, by, , & , by sabitlerini belirleyelim.

3.1. Bir Parcali Hiperboloidin Eksen Uzunluklar: Cinsinden Buyuklukleri

Oxyz dik eksen sisteminde

2 2 2

Xy z

Sty =l (20)
a2 b2 CZ

denklemi ile bilinen bir parcal1 hiperboloidin

X ,h)=r(@z)+hT(z) (21)
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seklindeki vektdrel denklemini elde etmek Uizere

r(z)=[ acosz , bsnz , 0] (22

bogaz elips dogrultman egri olarak alinabilir. Bir doguran ailesinin birim vektorii (20) den

T@)=[3snz ,- Reosz ,- £]  (p?=alsin’z +bcos?z +c?) (23)
p p p

seklinde bulunur. Buradaki (z ,h ) parametrderinin (1) de verilen (u,v) parametrelerinden
farklidir. Aralarindaki iliski (2) den (23) geregince

2.2 2.2 . 2 2.2 2
\\/ab +b“°c"sin“z +a°c” cos”"z

v=s(z)= > dz

p
olmak Uizere
v=s(z) , u=h+j (z) (24)
seklindedir. (24) kullamlarak (21) den
X, =r&)+hT€z)=j €z)x, +s€z)x, (29)
Xp=T(Z) =X, (26)

bulunur ve (22) ve (23) yerine yazilip her iki yan x,, ile carpilarak,

(xu2:1 , x\,Z:a2+b2 , Xy XX, =0)
j - CZ _ p2
p
eldeedilir. (25) deher iki yan x, ilecarpilip u yagore 6zdeslik yazilarak

2,2 2 -
. c“(a” - b%) psinz cosz
S:]-'-22(22-)2p 2.2 2 (27)
ah” +b°c’sin“z +a“ccos“z

ve u yagore sabit terimler esitlenerek

_ (abe)’ p*
[a’b® + b’c?sin®z +a’c’cos’z]?

[ah® +b°c®sin®z +a’c®cos’z = (a” +c%)(b* +¢%) - ¢°p?] (28)
(az +C2)(b2 +C2) - AZ

elde edilir.

2 6
D:(T,d_T,d_T =P (1T,T¢TY (29)
dv ' dv2 A2 c2p?

olup bu sonuglar: (18) ile karsilagtirarak

1 a%b? - b%c? - c?a? 4 5 o 9
=- , &= , ap=——(@“+b°-c
% Jabc ! 2abc 2 abc( )

olarak bulunur.

Ozel olarak a?- b?=0 ise dond bir parcali hiperboloid elde edilir cinkii  (23)
geregince p? =sbt. ve (27), (28), (29) geregince b¢=0,s =0, D¢=0 dir ve D¢=0 olmasi
(7) geregince bu yiizeyin dogrultman konisinin donel oldugunu gosterir. b¢=0,s ¢=0, D¢=0

kosulu bilindigi gibi yiizeyin Weingarten yiizeyi olma kosuludur [2]. Weingarten yiizeyi olan redl
doguranl1 acilabilir olmayan yegane kuvadrik: dénel bir parcal1 hiperbol oiddir.
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3.2. Hiperbalik Paraboloidin Eksen Uzunluklar1 Cinsinden Buyukl ikleri

Oxyz dik eksen sisteminde

denklemi ile bilinen hiperbolik paraboloidin 3.1. de yapilan islemlere paraldl sekilde hareket
ederek;
X(z ,h)=r(@z)+hT(z)
2
vektorel denklemi r(z)=(z ,0,%) ve T(z):i(az, ab,z) olmak Uzere elde edilir ve
a p

buradan
v=s(z) , u=h+j (z)
dontsimiiile
[L2 12
ﬂ:s((z):\/T(g :—a a”+b (30)
dz p2
2 .22
ja)= 2 2al@? ) e2? ;o=
ap
. _ bzpz b= bp2 _
) -SE5 55 P= 2 .02y
a“(a“ +b9) a(a“ +b%)
bulunur ve (30) dan
2/.2 L 12
tanv=——> pzza(a +b7) , b= ab
aya? + b2 cos®v cos®v

elde edilir. Bu sonuglarin (13 ) ile karsilastirilmast ile bu sabitler

2 .2
hy=ab | bl:a-b

V(ab)®
seklinde bulunur.

Ozel olarak by =0 hdi hiperbolik paraboloidde z=sabit kesitlerinin ikizkenar
hiperboller  olmast  6zel halidir. Bu ©zel hiperbolik paraboloidierde s ¢=0dir.
b¢=0,s¢=0, D=0 kosulu ise bilindigi gibi dogrusal minimal ylizey olma kosulu idi [2].
Bdylece D =0 olan yuzeylere, minimal dogrusa yuzeyler (dik helikoidler) disinda bir 6rnek
olarak hiperbolik paraboloidler de verilmis olur ve D=0 olan yizeylere hiperbolik
paraboloidlerin gelismisi gozi ile bakilabilir.
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