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ABSTRACT

In this study, the effects of cylindrical hole on natural frequency of composite thick plate are considered.
Mathematical modelling of the problem is made by helping of the three dimensional motion equation of linear
elasticity theory. The solution of the problem is made numerically using three dimensional finite elements
method. The effect of cylindrical hole on dynamical behavior of considered thick plate is investigated with
different geometric and material parameters.
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KOMPOZIT KALIN PLAGIN DOGAL TIiTRESIM FREKANSINA ICERDIGI SILINDIiRiK
BOSLUGUN ETKISi

OZET

Bu calismada, silindirik boslugun kompozit kalin plagin dogal frekanslarina etkisi ele alinmistir. Problemin
matematiksel modeli, Lineer Elastisite Teorisi’nin ii¢ boyutlu hareket denklemleri yardimiyla yapilmstir.
Problemin ¢6ziimii, ii¢ boyutlu sonlu elemanlar yontemi kullamlarak sayisal olarak yapilmistir. Ele alinan
kalin plagin dinamik davranisina silindirik boslugun etkisi, farkli geometrik ve malzeme parametreleri i¢in
incelenmistir.

Anahtar Sézciikler: Kompozit kalin plak, dogal frekans, silindirik bosluk, sonlu elemanlar yontemi.

1. GiRiS

Yap1 elemanlarinin igerdigi siireksizliklerin (bosluk, dolgu, ¢atlak vb.), bu yap1 elemaninin statik
veya dinamik davranigina etkileri elastisite teorisinin temel problemleri arasinda yer almaktadir.
Ciinkii, tasarimla ugrasan miihendisler agisindan, yapi elemanmin igerdigi siireksizliklerin,
yapmin statik veya dinamik davramigsina ne kadar etki gosterdiginin bilinmesi, tasarimin
iistlenecegi gorevi basariyla yerine getirebilmesi agisindan zorunludur.

Siireksizliklerin boyutlar1 yap1 elemani boyutlari mertebesinde oldugu (makro 6lgekli)
durumlara ait bazi calismalar [1-12] ve digerleri olarak verilebilir. [3] kaynaginda, dis basing
kuvveti etkisinde sonsuz boyutlu izotrop/anizotrop diizlemde veya plakta yer alan gesitli formdaki
bosluk/dolgu civarindaki gerilme yigilmasi problemi, lineer diizlem elastisite teorisi yardimiyla
modellenmistir. Elde edilen iki boyutlu problemlerin ¢6ziimii, konform donlisim yardimiyla
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boslugun disindaki bolgenin dairenin igine doniistiiriilmesi ve bu bolgede saglanan analitik
gerilme fonksiyonlarmin, problemin matematik modelinde yer alan denklemleri ve bagintilarini
saglamasi gerekliliginden, bilinmeyen gerilme fonksiyonlarinin belirlenmesi seklinde analitik
¢Oziimler yapilmistir. Coziim bolgesi sonsuz oldugu durumlarda bazi problemlerin analitik
¢6ziimii bulunabilmekle beraber [1, 2], sonlu ortamlarda ele alinan problemlerin ¢oziimiinde
sayisal ¢6ziim yontemlerinin kullanilmasit zorunludur [3-11]. [3-5] kaynaklarinda fakli
geometrilere sahip delik iceren izotrop/anizotrop plagin serbest titresimine yapisindaki deligin
etkisi sayisal olarak incelenmistir. Belirtelim ki, [3,4] kaynaginda sayisal incelemeler Rayleigh-
Ritz yontemi ile, [5] kaynaginda sonlu elemanlar yontemi ile incelemeler yapilmistir. [6-11]
kaynaklarinin hepsinde bosluk iceren plak ve/veya serit-plak formundaki yap: elemanlarinda
¢esitli mesnet kosullart igin dig kuvvet etkisinde bosluk civarinda olusan gerilme yigilmasina ait
iki boyutlu statik problemler incelenmistir.

Bu ¢alismada, [3-5]’da incelenen serit-plagin serbest titresim problemleri veya [6, 7, 9
ve 11]°de verilen delik igeren anizotrop serit-plagin, dis kuvvetler etkisinde delik civarinda olusan
gerilme yigilmasi problemleri gelistirilerek, silindirik bosluk i¢eren kalin plagin, iist yiizeyine etki
eden harmonik yiik etkisinde, i¢erdigi silindirik boslugun kalin plagin serbest titresim modlarina
etkisi sayisal olarak incelenmistir. U¢ boyutlu elastisite teorisi ¢ercevesinde problemin
matematiksel modeli kurulmus ve &rnek problem dahilinde yapi elemanimin icerdigi silindirik
boslugun, yapmin dinamik davranisina etkisi ¢esitli geometrik ve malzeme parametreleri igin
belirlenmistir. Sayisal incelemeler igin sonlu elemanlar yontemi kullanilmig ve ¢6ziim i¢in gerekli
tiim algoritma ve programlar tarafimizdan yapilmistir.

2. PROBLEMLERIN MATEMATIKSEL FORMULASYONU

Ele almman ¢alismada Q ¢6ziim bdlgesi (Sekil 1); x; yoniinde /;, x; ydniinde /3 ve x,

yoniinde h uzunluguna sahip, yapisinda koseleri yuvarlatilmis dikdortgen en kesitli silindirik
bosluk bulunan, dikdortgen kalin plagi temsil etmektedir. Coziim bolgesinde saglanan hareket
denklemleri:

6 2
60'11 +6012 i o3 :pa uy

ox 0xy 0Ox3 a?’
2
80'21+60'22+8023 :pa Uy , (1)
6x1 6x2 8)63 al‘z
80'31 n 6632 " 60'33 _ 62143
('7‘x1 ze 8x3 atz
biinye denklemleri;
6=Ds )
dir. (2)’ de,
T T
c =(<711 09 033 013 03 012)’ & :(511 £ £33 €13 €3 512) 3)

dir ve D matrisi, ele alinan yapi elemaninin malzemesinin mekanik 6zelliklerini igeren matris
olup, transversal izotrop malzeme igin
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olur [1, 14]. Sekil degistirme ve yer degistirme bagintilari;

1 . Ou;
gy =— i M) (5)
2{ox;  ox
dir. Bilindigi {izere, serbest veya zorlanmig titresim problemleri, titresim hareketinin
baslamasindan ¢ok sonra yani, yapiin titresimi kararli hale geldigi durumda (stasyoner durum)
incelendiginden, problem matematik modelinde baslangi¢ kosullarinin verilmesine gerek yoktur

[3-5, 12, 13], sadece siir kosullarinin verilmesi yeterlidir. Buna gore ele alman (1)-(5)
probleminin ¢éziimiinde kullanilan sinir kosullari

u2|x1=0;/1 :u2|x3=0;€3 =0, ali|xl=0;/,l =0,

_ _ _ o l0f _
621|x2:0;h _623|x2:0;h =0, 0-22|x2:h =pe > Om X,=0 0, (6)
O-3l|x3:0;,€3 :033|x3:0;/f3 =0, i=1,23

cr,-jnj|Sl =0 ,ij=123

olarak verilmektedir. (1)-(6)’dac;, gerilme tansrii bilesenleri; &, sekil degistirme tansori
bilesenleri; u; ’ler, (i, j= 1,2,3) yer degistirme vektorii bilesenleri, 4 ’ler plak malzemesinin

mekanik oOzelliklerini belirten sabitler ve S; yapidaki silindirik boslugu smirlayan yiizeyi

gostermektedir.
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Sekil 1. Coziim bolgesi
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Belirtelim ki, (1)-(6) problemi, ele alinan kalin plagin zorlanmis titresimini temsil eder.
Eger (6)’ da x, = & ’da verilen sinir kosulunda dis kuvvet sifir alinirsa, bu durumda problem ele
alinan plagin dogal titresimini temsil eden 6zdeger problemine doniismiis olur.

Coziim igin, (1)-(6)’daki denklem ve ifadelerde yer alan aranan biiyiikliikler

{O'ij,é‘ij,ui}:{Eljui_'ij,l;i}eXp(l'aJl‘) (7)

olarak temsil edilir. (7)’de G;,¢;

ifadeleri (1)-(6)’da yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa, (1)’den genlikler i¢in
asagidaki denklemler elde edilir.

ve u; ’ler uygun biiyiikliiklerin genligini gostermektedir. (7)

—+ po°u; = ®)

(2)-(5)’deki denklem ve ifadeler aranan biiyiikliikklerin genlikleri i¢in de aynen
saglanmaktadir. Ayrica, (6)’da verilen sinir kosullarindan o5, - ’daki degeri harig, genlikler
=

icin aynen saglanir. Bu kosul ise,
522|x2:h =p (9)

olarak elde edilir. Boylece ele alinan plagin zorlanmis titresimlerinin arastirilmasi, (8), (2)-(6)
denklemleri ve (9) sinir kosulu ¢ergevesinde incelenmesine doniistiiriilmiis olur.

Belirtelim ki, bu g¢aligmanin amaci, koseleri yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanli
silindirik bosluk iceren kompozit kalin plagin dogal frekans degerlerine, igerdigi silindirik
boslugun etkisinin incelenmesidir. Ancak bu incelemeler, ele alman kalin plagmn {ist yiizeyinde
normal dogrultuda zamana gore periyodik degisen dis kuvvet etkisindeki zorlanmis titresim
problemi ((8), (2)-(6) ve (9)) yardimiyla yapilacaktir [13].

3. ELE ALINAN PROBLEMIN VARYASYONEL FORMULASYONU

Yukarida matematiksel modeli verilen problemin sonlu elemanlar formiilasyonu,
1 — = P — 1 2-2
IT =7 0;€,;dQ— || oynju;dSp 5 PO u; dC (10)
Q Sy Q

fonksiyoneli yardimiyla yapilmistir [12, 13]. (10)’da Sp,Q bdlgesini sinirlayan dig yilizeyde

kuvvetin etki ettigi yiizeyi belirtmektedir. Belirtelim ki, (8) denklemleri (10) fonksiyonelinin
Euler denklemleri olur. (10) fonksiyoneli ve bilinen Ritz teknigi yardimiyla ele alinan problemin
sonlu elemanlar formiilasyonu elde edilebilir.
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Sekil 2. Coziim bolgesinin silindirik bosluk civarindaki sonlu eleman ag1

Coziim bolgesi, sonlu adet alt bolgeye yani, sonlu elemana (Q), k=1,2,....M)
ayriklastirilir (Sekil 2). Burada,

Q= LAij (11)
k=1

olur. Q) sonlu elemanlary, silindirik bosluk civarinda egrisel kenara sahip bes yiizlii prizmatik

elemanlar, geri kalan bolgede dikddrtgen prizmatik elemanlar olarak segilmistir. Dikdortgen
prizmatik elemanlar i¢in 8 adet diigiim noktast (nod), bes yiizlii prizmatik sonlu eleman igin 6
adet diigiim noktasi (nod) kullanilmustir (Sekil 3).

(L1 (1,1,1) (Xg :¥g Z5)
6

(-1,-1,-1) (1-1,-1) (X1 .y +2;)
Sekil 3. Sonlu elemanlar ve nodlarin konumu

Dikdortgen prizmatik sonlu elemanlarin nodlarinda tanmimli sekil fonksiyonlarmin
ifadeleri normalize edilmis koordinatlar yardimiyla; bes yiizlii prizmatik sonlu elemanlarin
nodlarinda tanimli sekil fonksiyonlarinin ifadeleri ise, hacim koordinatlar1 (“alan koordinatlari)
yardimiyla belirlenmistir [12]. Her sonlu eleman iizerindeki hesaplamalar ayr1 ayri yapilmis ve
komsu sonlu elemanlar arasindaki ilgilerin belirlenmesinde bulunan sayisal degerler
kullanilmistir. Silindirik bosluk civarinda alinan dikdortgen sonlu elemanlar ile ticgen prizmatik
sonlu elemanlarin temas eden yiizeylerinin bilyiikliigii ayn1 alinarak, ortak nodlarin c¢akismasi
dolayisiyla, sonlu eleman sinirlarindaki nodlarda ilgilerin kolayca belirlenmesi saglanmustir.

230



U. Babuscu Yesil Sigma 27, 226-235, 2009

Coziim yontemi geregi, her bir sonlu elemanda aranan yer degistirme fonksiyonu
polinom seklinde kabul edilir. Aranan fonksiyonun sekil fonksiyonlari ile ifadesi;

u® 2 N®Q® k=12 .M (12)
burada,

S0 AN CS TN S T (S T S I (ST 1 3\ (k) . (k) (k)}
(a( )) —{un >Upp U35 Uy Uy s Uy s Uy, Usy

NO o0 NP0 0 NP 0 0
\T
NOF= o NO 0 0 NP 0 . 0 NP o (13)
o 0o N¥ o o NP . 0o 0o NP

\T
(“(k)) = {ugk)(xl,Xz,X3)»u(zk)(X1»X2»X3),ugk)(xlsxz,&)}

seklindedir. (12)’de k& indisi uygun biiyiikliklerin €, sonlu elemanina ait oldugunu,

a® vektoriiniin bilesenleri ise €} elemanin nodlarindaki aranan yer degistirmeleri ayrica, p alt

indisi iggen prizmatik (dikdortgen prizmatik) sonlu elemanlar igin 6 (8) degerini almaktadir. (10)
fonksiyonelinde, (12) yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(K—sz)azr (14)

cebrik denklem sistemi elde edilir. (14)’deki K ve M matrilerinin elemanlari,

\T
K =J] (ng)) DWBIAQ, , My, = [[[NTNdQ,
Qi

Qi

ON; ON; ON;

—d 9 o =4 o =

8x1 aXZ 6X3

ON; ON. ON: ;j=12,..,
B(-k)= 0 J 0 J J 0 , L)=L4,...,p (15)
J 6X2 8x1 6X3 k :1,2,...,M

ON; ON; ON;

0 o — 0 — —

8X3 6X2 aXl

ile belirlenir. (14)’de K Rijidlik matrisi, M kiitle matrisi adin1 alir [12, 13].
Belirtelim ki, (14) denkleminde bulunan @ dis kuvvetin frekans degeri plagin dogal
titresim frekansina ( @,,. ) yaklastikca, (14)’iin ¢dziimiinden elde edilen yer degistirmeler sonsuza

yaklasacaktir. Bu Ozellikten yararlanarak, ele alman problemin birinci dogal titresim frekans
degerleri (@, ; ) elde edilecektir. Buna gore ele alinan yap1 elemanina ait @, ; degerlerine, kalin

plagin ¢esitli geometrik ve malzeme parametrelerinin etkisi (14) cebrik denklemler sisteminin
¢ozlimiinden belirlenecektir.

4. SAYISAL SONUCLAR

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan olusmus cok kath
kompozit malzeme oldugu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sirayla Lame sabitleri

k(l),k(z),p(l),u(z) ; Young Modiilleri g® R E® ve Poisson oranlari v(l),v(z) ile gosterilmistir.
Problemin x; = ¢/2’ye gdre simetri 6zelliginden yararlamlarak, ¢oziim bolgesi x; y&niinde 20,
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X, y6niinde 12, X3 yoniinde 20 dikddrtgen prizmatik sonlu eleman ve silindirik bosluk etrafinda

bir katmanda 16 bes yiizli prizmatik sonlu eleman olacak sekilde toplam, 4760 dikdoértgen
prizmatik, 320 bes yiizlii prizmatik sonlu elemana ayriklastirilmistir. Ele alinan durumda sonlu
eleman modellemesi 5880 diigiim noktast (nod) ve 16.568 serbestlik derecesi (NDOF)
icermektedir. Belirtelim ki, ¢c6zliim bdlgesinin sonlu eleman ayriklastirmasi, pek ¢ok sonlu eleman
ag1 i¢in bulunan degerlerin literatiirdeki uygun degerlere en iyi yaklagimi saglayan sonlu eleman
ag1 arasindan segilmistir. Ayrica, Cizelgelerde boyutsuz biiyiikliikler verilmistir. Buna gore

2
boyutsuz dogal frekans =2 2401 dir. Diger problem parametrelerinin degerleri Cizelgeler

A
22
tizerinde verilmis olup, parantez igindeki iist indisler, alt indis ve parantezsiz olarak kullanilmustir.
Ele alinan problem i¢in yap1 elemaninin malzemesi, simetri ekseni Ox, olan transversal

izotrop malzeme olarak modellenmistir. Bu durumda, kompozit malzemenin normalize edilmis
mekanik sabitleri, asagidaki bilinen formiiller yardimu ile elde edilir [13, 14].

20 42, W) () 40, 2)
A=A, <200 00 0) _n(wn(z)[;ﬁ) L0 (k(‘)(+ o (2))&%(2)1- e w)}q@)

1 A NINOINE 2)) (2 (7»1 7»(2))2

E(All +A12)—(7‘()+2“())'1( )+(7“( Em ))”( - (7»(1)+2u(1))r1 +(k(2 ol )rl

= =m0 ), (16)
0,

Ags=Agy =— it Ay =) @), 2)

(A5 )= 00+ 20O} 4 (2) 4 2@ ) 0@ (094 240)- 0 +2u2))

ORI CRNE) X

Cizelge 1 de, bazi E,/E; ve (3/¢; degerleri i¢in birinci dogal frekan (6(:2“)
degerleri verilmistir. Cizelgedeki verilerden her bir E, /E; degeri i¢in, £3 / {1 oram arttik¢a elde

edilen kritik dogal frekans degerinin, diizlem sekil degistirme durumunda elde edilen Akbarov vd.
(2000) kaynagindaki uygun degerlere yakinsadigi goriilmektedir. Bu sonuglara dayanarak,
tarafimizdan yapilan algoritma ve programlardan bulunan sonuglara giiven saglanmaktadir.

Cizelge 1. Bosluk icermeyen kalin plak i¢in ECZ,A ; Parametresinin farkli E,/E; ve {3/, i¢in
degerleri (h/¢; =0.1)

Akbarov vd. (2000
Ea /B f3/4 (Diizlem s(ekil )
1 2 3 4 degistirme durumu)
1 0.23 0.09 0.08 0.07 0.06
10 0.56 0.24 0.21 0.19 -
20 0.93 0.41 0.35 0.33 0.31
50 1.92 0.8 0.7 0.67 0.62
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Cizelge 2. 562,_ ; degerlerine yapidaki boslugun hacmi (3 )’nin etkisi
(h/ﬁ] =0.1,K3/K1 :15E2/E1 :1, hA :hU :SR,R:H/IZ)

b/R VgV (* 10—2) o2

26.777 8.0947 0.193
20.333 6.1255 0.220
13.888 4.1564 0.238
10.666 3.1718 0.242
8.200 2.4181 0.243
6.400 1.8681 0.243
4.600 1.3181 0.242
2.800 0.7681 0.241
1.720 0.4381 0.240
1.360 0.3281 0.240
1.000 0.2181 0.239

0.0 0.0 0.238

Cizelge 2’de izotrop durumda fakli ¥/ (boslugun hacmi/ toplam hacim) degerleri
(veya boslugun yari yatay uzunlugunun yaricapa orani-b/R) icin bulunan 53,1 degerleri
verilmistir. Cizelgede verilen son satir, yapida bosluk olmadig: durumda, yapinin dogal frekansini

gostermektedir. Buna gore, Cizelgedeki verilerden boslugun hacminin artmasinin 562” kritik
dogal ferkans degerlerini 6nemli dl¢iide etkiledigi goriilmektedir.

Cizelge 3. Eczr‘ ; degetlerine V[V (*1072) ve E,/E, parametre degisimlerinin etkisi
(h/01=0.1,03/0, = hy=hy =5SR,R=H/12)

(1 =2 Ey/E
Vsl V( 10 ) 1 10 20 50
0.0 0238 | 0566 | 0.939 | 1.920
5.8060 0220 | 0.496 | 0.792 | 1.541
7.6687 0.193 | 0.432 | 0.689 | 1.340

Cizelge 4. @2 degerlerine, Vg /V (* 10_2), E,/E, ve h/¢, parametre degisimlerinin etkisi
(L3/0 =1 hy=hy =5R,)

«10-2 h/fl
B /5 VB/V( 10°) 01 | 015 | 020
0.0 0238 | 0474 | 0.747
1 5.3060 0220 | 0430 | 0.667
7.6687 0.193 | 0375 | 0.585
0.0 0939 | 1.814 | 2.759
20 5.8060 0.792 | 1502 | 2.250
7.6687 0689 | 1304 | 1.954
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Cizelge 3 ve Cizelge 4 ‘de farkhi yapida silindirik bosluk olmamast (Vg /V =0) ve
bosluk olmasi (Vg /V #0) durumlarinda sirastyla E, /E, ile h/¢, degisimlerinin @2, kiritik

dogal frekansina etkisi verilmektedir. Bu ¢izelgelerden, E,/E; ve h/¢| degerlerinin artmasinin

Eczr' ; degerini 6nemli 6l¢iide artirdig1, bosluk hacminin artmasinin ise ilgili degeri 6nemli 6lgiide

diistirdiigii goriilmektedir.
Cizelge 5’ de silindirik boslugun konumunun {ist serbest yiizeye dogru biitiiniiyle
kaydirilmasinin (4, degerinin kiigiilmesinin), kalin plagm izotrop ( £,/E; =1) veya anizortop

(E,/E; =10) olmasi durumunda, Eczr' ; parametresine etkileri verilmistir. Cizelgedeki verilerden

silindirik boslugun iist yiizeye dogru yaklastirilmasinin, Eczr_ ; degerini diislirdligii tespit edilmistir.

Cizelge 5. a_)cz,, degerlerine E,/E; ve h,/R parametre degisimlerinin etkisi

(hft;=0.1,05/,=1,hy =hy =5R, Vg [V =9.5317*1072,R=H/12)

E, [ E /R
5 4 3 2
1 0.161 0.161 0.158 0.145
10 0.363 0.362 0.353 0.308

5. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu caligmada, literatiirde mevcut bosluk iceren serit-plak veya plaklarin serbest titresim
problemleri, kenarlar1 yuvarlatilmig dikdortgen kesit alanli silindirik bosluk igeren kalin plagin
serbest titresimi problemleri igin gelistirilmistir. Dolayisiyla bu ¢alismada ele alinan problem,
yapisinda silindirik bosluk bulunan kompozit dikdortgen kalin plagin dogal frekanslarina,
yapisindaki boslugun etkisinin, farkli malzeme ve geometrik parametreler i¢in incelenmesi olarak
verilebilir. Problemin matematiksel modeli {i¢ boyutlu Lineer Elastisite Teorisi ¢ercevesinde
yapilmustir. Yapidaki silindirik bosluk nedeniyle analitik ¢oziilemeyen problem, {i¢ boyutlu sonlu
elemanlar modellemesi yardimiyla sayisal olarak ¢o6ziilmiistir. Coziim bdlgesinin
ayriklastirilmasinda bosluk civarinda bes yiizlii prizmatik sonlu elemanlar, geri kalan kisimda
dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir. Sayisal ¢oziimlemenin gerektirdigi algoritma
ve programlar tarafimizdan yapilmistir. Elde edilen sayisal sonuglar literatiirdeki uygun verilerle
karsilastirtlarak, programlara giiven saglanmistir. Incelemeler sonucunda, cesitli malzeme ve
geometrik parametre degigimleri i¢in yapidaki silindirik boslugun ele alinan kompozit kalin
plagmn birinci dogal frekansina dnemli 6lgiide etki ettigi tespit edilmistir.
Bu ¢alismay1 igeren Doktora Tezi Tiibitak tarafindan desteklenmektedir.
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