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ABSTRACT

This paper studies the equations of rack cutters for generating involute gears with asymmetric teeth. The
asymmetry means that different pressure angles are applied for driving and coast sides, respectively. By
applying the equations of designed profile of rack cutter, the principle of coordinate transformation, the theory
of differential geometry, and the theory of gearing, the mathematical model of involute spur gear with
asymmetric teeth is given. Trochoidal envelope traced by cutter is also investigated. Computer graphs of
asymmetric involute spur gears are presented based on the given model, and also generation simulation is
illustrated.

Keywords: Gear design, asymmetric involute, simulation.

ASIMETRIK EVOLVENT DUZ DiSLi CARKLARIN MATEMATIK MODELLENMESI VE
IMALAT SIMULASYONU

OZET

Bu caligmada asimetrik evolvent profilli diiz disli ¢arklarin bilgisayar simiilasyonu i¢in matematik
modellenmesi ele alinmaktadir. Asimetri, dis aktif yiizeyinin tahrik ve arka taraflarda farkli agida dizayn
edildigini ifade eder. Kesici takimin denklemleri, koordinat doniisiim, diferansiyel geometri ve yuvarlanma
prensipleri uygulanarak asimetrik evolvent diiz disli ¢arkin matematik modeli verilmistir. Takim ucunun
trokoidal yoriingesi de incelenmistir. Matematiksel ifadeler programlanarak asimetrik dislilerin bilgisayar
simiilasyonu gergeklestirilmistir. Sonuglar grafikler ile takdim edilmistir.

Anahtar Sozciikler: Disli tasarim, asimetrik evolvent, simulasyon.

1. GIRiS

Paralel eksenli miller arasinda gii¢ iletimini saglayan evolvent alin digli ¢arklar diger disli
tiplerine gore kolay imal edilebilir ve eksenler aras1 mesafedeki degismelere tolerans gdstermeleri
nedeniyle endiistride yaygin olarak kullanilmaktadir. Dis profilinin dogru geometrik ifadesi hafif
ve agir yiiklerde temas analizi ve gerilme analizini kapsayan giivenilir bilgisayar destekli dizayn
icin esas teskil eder. Digli carklarin sayisal metodlarla incelenmesinde modelin dogru tesis
edilmesi sonuglarin giivenirligini belirlemektedir. [1,2]
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Dislilerin seri imalatinda yuvarlanma prensibiyle dis boslugunu sekillendiren kesici
takimlar (kremayer kesici, azdirma, pinyon kesici) kullanilmaktadir. Bu tip imalatta kesici takim
ile disli taslagi arasinda bagil hareket mevcuttur. Dis profilinin seklini kesici takimin geometrisi
belirlemektedir. Dis profili evolvent formda aktif yiizeyden ve trokoid forma kok egrisinden
olusur. Bu egrileri parametrik olarak tanmimlayan ifadeler c¢esitli metodlar ile literatiirde
sunulmustur [3-8]. Litvin vektoér analiz, matris transformasyon, diferansiyel geometri ve
yuvarlanma denklemlerini kullanarak dis profillerini ve geometrik ozelliklerini tanimlayan
metodlar geligtirmistir [7]. Litvin’in caligmalarindan hareketle standart ve modifiye edilmis ¢esitli
profiler icin gerek kremayer tipi takim ve gerekse pinyon kesici takimla imal edilen dig
ylizeylerini matematik modelleyen ¢aligmalar literatiirde sunulmaktadir [2,8-12]. Yang asimetrik
evolvent disli helisel ¢arkin matematik modelini gelistirmis ve sonlu eleman analizini yaparak
simetrik carklara olan iistiinliiklerini belirtmistir [9].

Asimetrik takimda, takimin sag ve sol yiizeyleri farkli profil agisi ile dizayn edilmistir.
Endiistriyel uygulamalarda, es calisgan dislerin hemen her zaman tahrik yiizeyleri temas
etmektedir. Dénme yo6nii degistirilmedigi siirece arka yiizeyler hemen hemen hi¢ bir gérev icra
etmez. Bu bakimdan tahrik yiizeyinin kavrama agis1 ile arka yiizeyin kavrama agis1 farkli alinarak
mekanizmanin bazi 6zellikleri iyilestirilebilir. Mekanizma boyut ve agirlik bakimindan optimize
edilir ve yiik tasima kapasitesinde artis saglanir. Havacilikta turbo motorlu ugaklarda iki-kademeli
planet disli kutularinda, otomotiv sanayinde tasitlarin vites kutularinda asimetrik profilli disliler
kullanilmaktadir [13].

Bu caligmada Litvin’in vektor yaklasimindan [7] hareketle asimetrik evolvent profili
diiz disli ¢arklarin matematik modellenmesi ele almmustir. Yang’in kremayer tipi takimla
asimetrik helisel ¢ark i¢gin teklif ettigi ifadeler [9] diiz disli cark i¢in sadelestirilerek kullanilmustir.
Profil kaydirma miktar1 yuvarlanma denklemine ilave edilmistir. Ayrica uygun diizenleme ile
kesici takimin dis boslugunu agama asama sekillendirmesini gdsteren resim ve animasyonlar elde
edilmistir. Takimm yuvarlatilmis ucunun trokoidal yoriingesini inceleyen yaklasim [14] bu
calismada verilen matematik modele uyarlanarak dis kokiinii sekillendiren egriler de
incelenmistir. Bu sekilde takimin vektorel gosterimi, nihai dis profilinin elde edilmesi, dis kokiinii
belirleyen trokoidal yoriingeninde goriildiigii kesme simiilasyonu incelenebilmektedir. Gelistirilen
hesaplayici programin sonuglar grafikler ile sunulmustur.

2. ASIMETRIK DiSLi KREMAYER TAKIM GEOMETRISi

Caligmanin bu bdliimiinde, asimetrik profilli kesici takimin geometrik 6zellikleri incelenmektedir.
Dis genisligi boyunca geometri degismediginden problem iki boyutlu olarak ele alinabilir. Sekil
1’de normal kesitte takim disi goriilmektedir. Takim sag ve sol yanlarda referans eksenine gore
farkli agili diiz ug, yuvarlatilmig kdse ve aktif kenardan olugmaktadir. Diiz uglar asimetrik ¢arkin
tabanini, yuvarlatilmig koseler carkin dis kokiinii ve aktif kenarlarda evolvent yiizeyleri
olusturmaktadir. Referans kremayere ait 6zellikler ISO53 standartina géredir [15].

Sekil 1°de gosterildigi ilizere, E, ve bd bolgeleri asimetrik diiz dislinin tabanini
olusturmaktadir ve /, takimin normal kesitinin bir dizayn parametresidir. ¢,=0,1,2..... segilerek

takim istenilen sayida dis ile tanimlanabilir. S,(X,,Y,,Z,) koordinat sisteminde ac ve bd
bolgesinin denklemleri,

xZC —a, +rsing, —r
. wmm
R = y9¢ | =|( 2” —l, +c,mm,) M
z;¢ 0

ve
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xll;d —a, +rsing, —n
bd bd an
Rn =\ Yn |= (_ 2” +Zb+cy7zmn) (2)
bd
Zn 0

olarak ifade edilir. Dizayn parametreleri /, ve [, takimin sol ve sag kenarlarinda sirasiyla

0</,<b,—a.tang, —rcosg, ve 0</[, <b.—a,tand., —r, cosd., ifadeleriyle sinirhdir.

Sekil 1. Asimetrik disli kremayer takim geometrisi

Kesici takimin ce ve 5 bolgeleri disli carkin dis kokiinii tayin eder. Bu bolgelerin yer
vektorleri S,(X,,,Y,,Z,) koordinat sisteminde asagidaki denklemlerle ifade edilir.

x5 —a, +rsing, —rcosl,

R} =|»," |=| (b, +a,tang,, +rcosd, —rsinl, +c,mm,) 3)
zze 0

ve,

‘ x;llf —(lc+}"2 sin¢62—r2 COSZd
RY =| y¥ | =| (=b. —a, tan ., —ry cOS @,y + 1y sinly + c,mm,) “4)
dr

z 0

n

l. ve [; bolgelerin dizayn parametreleridir ve swrasiyla 0</. <90°-¢, ve
0<1; <90°-¢,., ifadeleriyle sinirhdur.

Sekil 1’de goriildiigii tizere, kremayer kesici takimin % ve ﬁ bolgeleri asimetrik
dislinin tahrik ve arka dis yiizeylerini sirasiyla olusturmaktadir. S,(X,.Y,,Z,) koordinat

sisteminde % ve ﬁ bolgelerinin yer vektorleri agagida verilmistir.
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_xrelg 17 Ze cos ¢cl

R =y |=| (b, —1,sing, +c,mm,) ®)
z8 i 0

ve
_xr{% 1T Iy cosg,

R/ =| /| = (=be +1ysing +c,mm,) (6)
2/ 0
L“n | L

Bu denklemlerde [/, ve [, dizayn parametreleridir. Bu parametreler sirasiyla
—a./cosg, <l,<a;/cosg, ve —a./cosd., <Ip<a,/cosd., ifadeleriyle sinirhdir.

Diferansiyel geometriden, verilen koordinat sisteminde tanimli takim yiizeylerinin birim
normal vektorleri asagida denklemle ifade edilir. Burada k, , Z, ekseninin birim vektoriidiir.

i
o
=g e ™
R, (=a~1)
6] X n
J

3. DiSLi CARK MATEMATIK MODELI

Imal edilen disli carkin matematik modeli ise yuvarlanma denklemi ile kesici takimin geometrik
yerinin bir kombinasyonudur. Kesici takim ile digli taslag:1 arasindaki koordinat bag1 Sekil 2’de
gosterilmistir. ~ S,,(X,,Y,,Z,) kremayer takimin koordinat sistemi, S;(X},Y},Z,) dislinin
koordinat sistemi ve S,(X,,Y,,Z,) sabit olan referans koordinat sistemidir. Koordinat sistemleri
sag el kuralna uymaktadir. Yuvarlanma prosesinde takim S§=r, ¢ kadar Gteleme hareketi

yaparken digli taslagi ¢ acist kadar donmektedir. Bu prensiplere gore asagidaki ifadeler
yazilabilir.

1=, R, )
burada koordinat doniisiim matrisi homojen koordinatlar kullanilarak ,

cosgy —singy 1, (cosdy +gsing)+ecosd
[Ml,,]: singy  cosgy  r,i(sing — ¢ cosgy) +esing
0 0 1

ifadesiyle verilmektedir. Bu doniigiim matrisinde e terimi takimin taksimat dogrusunun taslagin
taksimat dairesine gore 6telenmesini (profil kaydirma miktarini) ifade eder.
Disli Ana Kanunu geregince es calisan yiizeylerin herhangi bir temas noktasindaki
miisterek normali ani ddnme merkezinden geger. Es ¢alisma denklemi asagida verilmistir.
Xiox oyl
I’li n — n - n (9)
n

xn Myn
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Y : X
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Sekil 2. Yuvarlanma prosesi

Neticede, takimin vektorel gosteriminden hareketle, koordinat doniisiim, diferansiyel
geometri ve yuvarlanma prensiplerini uygulayarak cark geometrisi elde edilmektedir. Bu
matematik model uygun yazilimlarla programlanarak takimin ve disli ¢arkin CAD modeli elde
edilebilir. Disliye ait ylizeyleri hassas tanimlayan bu ifadeler sonlu elemanlar yazilimin
parametrik dizayn lisani ile programlanarak ag olusturma igin gerekli kati modeller de elde
edilebilir [16].

4. TROKOID EGRILERI

Disli carkin yiik tagima kabiliyetini belirleyen en 6nemli hususlardan biri dig kokiindeki egilme
gerilmeleridir. Dis kokiiniin geometrik sekli egilme mukavemetine dogrudan etki etmektedir.
Kesici takimin yuvarlatilmig ucunun merkezi yuvarlanma prosesi neticesinde trokoidal bir
yoriingeyi takip eder. Bu egri birincil trokoid olarak adlandirilir. Takimm wucu ise birincil
trokoide es mesafeli yorlingeyi takip ederek dis kokiinii sekillendirir. Bu egri ikincil trokoid
olarak adlandirilir. Eger takim sivri uglu ise tek bir trokoid egrisi s6z konusudur.

Sekil 3°de trokoid egrileri gosterilmistir. Yuvarlanma neticesinde takim ucu egrilik

merkezinin koordinatlarina (xT0 VT, ), yuvarlanma yarigapmna r,,; ve yuvarlanma parametresine

@ bagl olarak birincil trokoide ait 7 noktasinin koordinatlari, bu ¢aliymada verilen matematik

modele uygun olarak, asagidaki ifadeyle hesaplanir.

X7 X7, COS@y — yr, Singy + 71,1 (¢ singy +cosgy)
yr - xr, singy +yTocos¢1 +rp1(—¢lcos¢l +singy) (10)

ikincil trokoide ait bir F noktasinin koordinatlar1 da asagidaki ifadelerle hesaplanir.

{XF}:{XT}+{VSin(7—¢1)} (n
yr| |yr] [reos(y—¢)

Burada y =arctan(xg, /(yT0 —rpi$1)) ve r takim ucunun yuvarlatma yargapidir.

Birincil ve ikincil trokoid egrileri takim ucu yuvarlatma yarigapt mesafeli iki esmesafeli egridir.
Kesme simulasyonunda yuvarlanma parametresi ¢ olarak tayin edilmektedir.
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ikincil trokoid
|
N

* il
// birincil trokoid 7

. 4 1
|
X : /\ \ taksimat
T temel 71 hatti
dairesi >
takim ! (s 5)
digli cark |

Sekil 3. Birincil ve ikincil trokoid
5. BILGISAYAR UYGULAMALARI

Bu c¢alismada yukarida agiklanan matematik model BASIC programlama lisani ile
programlanarak takim profilini ve dis profilini tayin eden noktalarin koordinatlar1 ¢ikis dosyast
olarak elde edilmistir. Bu dosya bir grafik isleme programi ile degerlendirilerek resimler elde
edilebilir. Calismada GRAPHER programi kullanilmistir.

Sekil 4’ de asimetrik digli kremayer takim geometrisi gosterilmistir. Sekil 5’de
kompozit resimde asimetrik diiz disli geometrisi ve trokoid egrileri gosterilmistir. Tkincil trokoid
dis dibini sekillendirmektedir.

J o\

Sekil 4. Asimetrik disli kremayer takim

k% R S/
birincil trokoid *, / ikincil trokoid
I /

Sekil 5. Asimetrik dis geometrisi ve trokoid egrileri
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Sekil 6’da asimetrik takimla imalat simiile edilmis, takimin yuvarlatilmis ucu ve ug
merkezinin trokoidal ydriingeleri gosterilmistir. Sivri uglu asimetrik takimm dis boslugunu
sekillendirmesi ve takim ucunun yoriingesi Sekil 7°de gosterilmistir.

ikincil trokoid

Sekil 6. Asimetrik takimla imalat ve takim ucu yoriingeleri

birincil trokoid egrisi

Nz

[
asimetrik digli
Sekil 7. Sivri uglu asimetrik takimla imalat ve takim ucu yoriingesi

Disli carklarda digdibi kesitini zayiflatarak yiik tasima kabiliyetini diisiiren alttan kesme
kiiciik dig sayilarinda, kiigiik kavrama agilarinda ve negatif profil kaydirma durumunda meydana
gelir. Asimetrik diglilerde alttan kesme olusmayacak minimum dis sayisi diisiik kavrama agisina
gore hesaplanir. Buna gore alttan kesmeyi dnleyecek profil kaydirma miktar: bulunur. Sekil 8’de
pozitif profil kaydirma ile alttan kesilmenin 6nlenmesi gosterilmistir
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kaydirimis t;gllin;ark

) alltan kesilmig dis yanagi k

=-4.00 0.00 4.00

Sekil 8. Profil kaydirmali imalat

Matematik model kesici takimin istenilen dis sayisinda gosterilmesini de saglamaktadir.
Parametrelerin uygun belirlenmesiyle takim ve buna bagh olarak disli dis merkez dogrusu veya
dis boslugu merkez dogrusuna konumlanacak sekilde gosterilebilir. Sekil 9’da tamamlanmig
imalat simiilasyonu gosterilmistir.

Sekil 9. Dis boslugunun agamali sekillendirilmesi
6. SONUCLAR

Vektor yaklasimi ile matematik modelleme disli ¢arklarin geometrisini tanimlamada yiiksek
hassasiyet saglamaktadir. Ayrica vektorel ifade ¢esitli modifikasyonlarin modele uygulanmasina
da imkan saglamaktadir. Calismada verilen denklemler, son yillarda yiiksek performans
gerektiren ugak-uzay ve otomotiv uygulamalarinda tercih edilen asimetrik evolvent disli ¢arklar
modellemektedir. Bununla birlikte ¢esitli profil modifikasyonlari (bombeli dis yanagi gibi)
yuvarlanma simiilasyonuna uygun olarak adapte edilebilir. Verilen matematik model hem disli
cark profilini gostermekte hemde kesici takimin dis boslugunu asamali sekillendirmesini de
incelemeye imkan tanimaktadir. Yiik tagima kabiliyetini tayin eden 6nemli bir husus olan dis
kokiinii sekillendiren trokoidal egrilerde calismada verilen matematik modele gore incelenmistir.
Cesitli dizayn parametrelerinin dis geometrisine etkileri imalat simiilasyonu gorsellestirilerek
grafikler ile verilmistir. Kiiclik kavrama acilarinda asimetrik disli carklarda meydana gelen alttan
kesme ve kaydirilmis takimla alttan kesmenin dnlenmesi gosterilmistir. Digli imalatinin bilgisayar
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simiilasyonu, imalattan 6nce kesici takim dizayn parametrelerinin nihai dis geometrisi tizerindeki
etkilerini kolaylikla incelenmesini saglamaktadir.
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